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Resumo

Varidveis aleatérias de contagem sdo de natureza discreta e representam o nimero de
ocorréncias de um evento em um dominio discreto ou continuo. Para andlise estatistica
dessas varidveis, o modelo de Poisson é amplamente utilizado. Porém, ndo sao raras as
situagdes de sub ou superdispersdo, que inviabilizam o emprego deste modelo. Uma
alternativa paramétrica é o modelo COM-Poisson que, com a adi¢do de um parametro,
contempla diferentes niveis de dispersao. Outras caracteristicas bastantes frequentes em
dados de contagem sdo frequéncia excessiva de valores zeros e estrutura de correlacdo
entre observagdes, muitas vezes induzida pelo processo de casualizagdo ou amostragem.
Nesses casos os modelos adotados devem ser adaptados. Neste trabalho sdo exploradas
as caracteristicas da distribuigdo COM-Poisson e apresentados os modelos de regressao
COM-Poisson de efeitos fixos, com modelagem para excesso de zeros e incluindo efeitos
aleatérios. O emprego dos modelos COM-Poisson e suas extensdes é ilustrado com apli-
cagdes onde seus resultados sdo comparados com as abordagens Poisson, Quasi-Poisson
e Binomial Negativa (para casos de superdispersdo) via niveis descritivos de testes
de razdo de verossimilhangas, critério de informacdo de Akaike e predigdes pontuais
e intervalares. O ajuste dos modelos é feito via maximizagdo da verossimilhanga. Os
resultados mostram que o modelo Poisson é de fato restritivo, com ajustes inadequados
na maioria das aplica¢des. O modelo COM-Poisson, por sua vez, mostrou-se bastante
flexivel com resultados similares aos obtidos via abordagem semi-paramétrica Quasi-
Poisson. As extensdes propostas para o modelo COM-Poisson apresentaram resultados

satisfatorios, sendo equivalentes as abordagens ja consolidadas na literatura.

Palavras-chave: COM-Poisson; dados de contagem; subdispersao; superdispersao; ex-

cesso de zeros; efeitos aleatdrios; Binomial Negativa; Quasi-Poisson
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1 Introducao

Em diversas dreas do conhecimento é comum o interesse em i) compreender o
relacionamento entre variaveis de interesse e caracteristicas de uma amostra e ii) realizar
predicdes por meio de modelos estatisticos ajustados por dados de uma amostra. A
teoria de modelos de regressao sustentam muitas das pesquisas na drea de Estatistica

aplicada.

Os modelos de regressdo, na sua forma univariada e usual, consistem no estabe-
lecimento de uma equagdo matemaética que relaciona a média de uma varidvel aleatéria
de interesse (varidvel resposta) com as demais varidveis observadas (covaridveis). Nesta
metodologia considera-se uma distribuicdo de probabilidades para a varidvel resposta
condicionada as covaridveis cuja média estd associada a uma preditor que acomoda os

efeitos das covaridveis.

Pode-se destacar o modelo linear normal como o de uso predominante dentre os
disponiveis para andlises estatisticas aplicadas. Esse modelo estabelece que a varidvel
resposta condicional as covaridveis tem distribui¢do Normal de média descrita por um
preditor linear das covaridveis. Todavia, ndo sdo raras as situagdes em que a varidvel
resposta é uma contagem, assumindo valores inteiros ndo negativos. Varidveis aleatérias
de contagem, de forma geral, representam o nliimero de ocorréncias de um evento em
um dominio especifico que pode ser continuo, como um intervalo de tempo ou espaco,

ou discreto, como individuos ou grupos.

A anélise de dados de contagem pelo modelo linear normal produz estimativas
que contém erros padrdes inconsistentes e podem produzir predi¢des negativas para
o numero de eventos (KING, 1989). Uma alternativa adotada durante muitos anos, e
ainda aplicada, é encontrar alguma forma de transformagdo da varidvel resposta a fim
de atender aos pressupostos do modelo de regressdo normal. Contudo essa abordagem
dispde de resultados insatisfatérios, pois i) dificulta a interpretacdo dos resultados, ii)
ndo contempla a natureza da varidvel (ainda serdo um conjunto discreto de valores, s6
que em outra escala) iii) ndo contempla a relacdo média e varidncia, caracteristica de
dados de contagem e iv) o uso da transformacao logaritmica é problemética quando ha

contagens nulas.

Diante do problema diferentes abordagens foram propostas, contudo destaca-se
o trabalho apresentado por Nelder e Wedderburn (1972) que introduz a teoria dos
modelos lineares generalizados (MLG’s). Esta nova classe de modelos flexibilizou a
distribui¢do condicional permitindo que outras distribui¢des pertencentes a familia

exponencial fossem consideradas para a distribui¢do da varidvel resposta. Tal familia
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contempla as distribui¢des Poisson, Binomial, Gama entre outras bem conhecidas na

literatura, além da prépria distribuicdo Normal.

Com o0s MLG’s a modelagem de dados passou a ser mais fiel a natureza da
variavel resposta, principalmente no que diz respeito ao seu suporte. Nesse contexto, a
andlise de varidveis aleatdrias de contagem, que tém suporte nos conjunto dos ntiimeros

naturais, foi enriquecida expressivamente.

Para andlise estatistica dessas varidveis, o modelo probabilistico de Poisson,
ja consolidado na literatura é amplamente utilizado. Este modelo possui apenas um
parametro, denotado por A, que representa a média e também a variancia, o que im-
plica em uma relacdo identidade (A = E(Y) = V(Y)). Essa propriedade, chamada de
equidispersdo, é uma particularidade do modelo Poisson que pode ndo ser adequada a
diversas situag¢des. Quando aplicado sob negligéncia desta suposi¢do, o modelo Pois-
son apresenta erros padrdes inconsistentes para as estimativas dos parametros e por
consequéncia, para toda fun¢do desses parametros (WINKELMANN, 1995; WINKEL-
MANN; ZIMMERMANN, 1994).

O caso de superdispersdo, quando a varidncia é maior que a média, é o mais
comum e existe uma variedade de métodos para andlise de dados assim. A superdisper-
sdo pode ocorrer pela auséncia de covaridveis importantes, excesso de zeros, diferentes
amplitudes de dominio (offset) ndo consideradas, heterogeneidade de unidades amos-
trais, entre outros (RIBEIRO JR et al., 2012). Para tais casos, uma abordagem é a adog¢do
de modelos com efeitos aleatérios que capturam a variabilidade extra com a adogdo de
um ou mais termos de efeito aleatério. Um caso particular do modelo Poisson de efeitos
aleat6rios, muito adotado no campo aplicado da Estatistica, ocorre quando considera-se
a distribuicdo Gama para os efeitos aleatdrios, nessa situacdo héd expressdo fechada para

a funcdo de probabilidade marginal, que assume a forma Binomial Negativa.

Outra manifestacdo de fuga da suposicdo de equidispersao é a subdispersao,
situagdo menos comum na literatura. Os processos que reduzem a variabilidade das
contagens, abaixo do estabelecido pela Poisson, ndo sdo tdo conhecidos quanto os que
produzem variabilidade extra. Pela mesma razao, sdo poucas as abordagens descritas
na literatura capazes de tratar subdispersdo, uma vez que efeitos aleatérios s6 capturam
a variabilidade extra. Cita-se os modelos de quasi-verossimilhanga como a abordagem
mais utilizada. Todavia ndo é possivel descrever uma distribuicdo de probabilidades
para a variavel resposta nessa abordagem, pois a modelagem é baseada apenas nos dois
primeiros momentos da distribui¢do condicional (PAULA, 2013).

A ftigura 1 ilustra, em duas dimensdes, a ocorréncia de equi, super e subdispersao
respectivamente. Nesta figura cada ponto representa a ocorréncia de um evento e cada
parcela, delimitada pelas linhas pontilhadas, representa a unidade (ou dominio) na qual

tem-se o nimero de eventos (como varidvel aleatéria). O painel da esquerda representa
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 1 - Ilustragdo de diferentes tipos de processos pontuais. Da direita para esquerda
tém-se processos sob padrdes aleatdrio, aglomerado e uniforme.

a situagdo de dados de contagem equidispersos, nesse cendrio as ocorréncias da varidvel
aleatdria se dispdem aleatoriamente. No painel central o padrao ja se altera, tem-se a
representagdo do caso de superdispersdo. Nesse cendrio formam-se aglomerados que
deixam parcelas com contagens muito elevadas e parcelas com contagens baixas. Uma
possivel causa deste padrao se da pelo processo de contdgio (e.g. contagem de casos de
uma doenga contagiosa, contagem de frutos apodrecidos). No terceiro e tltimo painel
ilustra-se o caso de subdispersdo, em que as ocorréncias se dispdem uniformemente no
espago. Agora as contagens de ocorréncias nas parcelas variam bem pouco. Ao contrédrio
do caso superdisperso uma causa provavel seria o oposto de contagio, a repulsa, ou
seja, uma ocorréncia causa a repulsa de outras ocorréncias em seu redor (e.g. contagem

de &rvores, contagem de animais territoriais ou que disputam por territério).

Uma alterativa paramétrica que contempla os casos de equi, super e subdispersao
é a adocdo de uma distribuicdo mais flexivel para a varidvel resposta condicional as
covaridveis. Conway e Maxwell (1962), antes da formalizagdo dos MLG’s, propuseram
uma distribui¢do denominada COM-Poisson (nome em em homenagem aos seus autores
Richard W. Conway, William L. Maxwell, Conway-Maxwell-Poisson) que generaliza
a Poisson com a adi¢do de mais um parametro, denotado por v, que torna a razdo de

probabilidades sucessivas ndo linear, contemplando os casos de sub e superdispersao
(SHMUELI et al., 2005).

Uma caracteristica bastante relevante é que a COM-Poisson possui como casos
particulares as distribui¢des Poisson, Geométrica e Binomial. Portanto, empregando a
COM-Poisson como distribui¢do condicional de um modelo de regressdo, a imposi¢ao
de equidispersdo ndo precisa ser satisfeita. Tal flexibilidade, considerando o amplo uso

do modelo Poisson, significa que a COM-Poisson pode ser aplicada nessas situacdes e
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serd especialmente importante naquelas onde hé fuga da equidispersao.

Assim como no modelo COM-Poisson vérios aspectos do COM-Poisson podem
ser estendidos. Por exemplo, ha situagdes em que o delineamento do experimento
sugere uma estrutura de covariancia entre observag¢des induzidas por um processo
hierdrquico de casualizacdo ou amostragem. Sdo casos assim 0s experimentos em
parcelas subdivididas e experimentos com medidas repetidas ou longitudinais. Tais
estruturas estabelecem modelos com efeitos ndo observaveis que agem em grupos
experimentais e isso pode ser incorporado no modelo de regressio COM-Poisson
com a inclusdo de efeitos aleatérios. Da mesma forma, excesso de zeros pode ser
introduzido a essa distribuicdo da mesma maneira que ocorre para o modelo Poisson,
através de truncamento (modelos Hurdle) ou inflacdo (modelos de mistura) (SELLERS;
RAIM, 2016). Estas extensdes do modelo COM-Poisson ainda ndo sdo bem consolidadas
na literatura e sdo escassas suas aplicagdes. Uma constatagdo do fato é que ndo ha

implementacdes destas extensdes nos principais softwares estatisticos.

Na literatura brasileira, aplicagdes do modelo COM-Poisson sdo escassas. Foram
encontradas apenas aplicagdes na area de Analise de Sobrevivéncia, mais especifica-
mente em modelos com fragdo de cura (RIBEIRO, 2012; BORGES, 2012). Portanto, o
presente trabalho visa colaborar com a literatura estatistica brasileira i) apresentando
e explorando o modelo de regressio COM-Poisson para dados de contagem, ii) esten-
dendo as aplicagdes desse modelo para situagdes especificas como inclusdo de efeitos
aleatdrios e modelagem de excesso de zeros, iii) discutindo os aspectos inferenciais por
meio de analise de dados reais e iv) disponibilizando os recursos computacionais, em
formato de pacote R, para ajuste dos modelos apresentados. Nas aplica¢des optou-se
também pela andlise via modelos ja disponiveis para as situagdes estudadas.

O trabalho é organizado em cinco capitulos. Esse primeiro capitulo visa enfatizar
as caracteristicas das varidveis aleatérias de contagem e suas lacunas que podem ser
complementadas na anélise estatistica dessas variaveis. O capitulo 2 é dedicado a revisao
bibliogréfica dos modelos estatisticos empregados a andlise de dados de contagem.
Nesse capitulo os modelos Poisson, Binomial Negativo, COM-Poisson, as abordagens
para excesso de zeros e a estrutura dos modelos de efeitos aleatdrios sdo apresentados.
No capitulo 3 sdo apresentos os conjuntos de dados a serem analisados e os métodos
para ajuste e comparagdo dos modelos. O capitulo 4 traz os os principais resultados da
aplicacdo e comparacdo dos modelos estatisticos com énfase nas discussdes sob aspectos
inferenciais empiricos. Finalmente no capitulo 5 sdo apresentadas as consideragdes finais
obtidas desse trabalho e listados algumas possiveis linhas de pesquisa para estudos

futuros.
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2 Modelos para dados de contagem

Métodos para inferéncia em dados de contagem estdo bem aquém da quantidade
disponivel para dados continuos. Destaca-se o modelo log-linear Poisson como o0 modelo
mais utilizado quando se trata de dados de contagem. Porém, ndo raramente os dados
de contagens apresentam variancia superior ou inferior a sua média. Esses sdo os casos
de super ou subdispersdo ja enunciados no capitulo 1, que quando ocorrem inviabilizam

o uso da distribui¢do Poisson.

Nos casos de fuga da equidispersdo algumas abordagens ndo paramétricas
sdo empregadas. Nesse contexto, sdo alternativas os métodos de estimagao via quase-
verossimilhanca, estimacdo robusta dos erros padrdes (estimador “sanduiche”) e es-
timacdo dos erros padrdes via reamostragem (“bootstrap”) (HILBE, 2014). Desses mé-
todos detalha-se, brevemente, somente o método de estimacdo via func¢do de quase-

verossimilhanca na secdo 2.1.1.

No contexto paramétrico, pesquisas recentes trazem modelos bastante flexiveis
a fuga de equidispersdo no campo da Estatistica aplicada, veja Sellers e Shmueli (2010),
Zeviani et al. (2014), Lord, Geedipally e Guikema (2010). Na tabela 1 sado listadas as
distribui¢des de probabilidades consideradas por Winkelmann (2008) e Kokonendji
(2014) e as caracteristicas de dados de contagem que sdo contempladas. Nota-se que a
Poisson na verdade é um caso particular, pois é a tinica das distribui¢des listadas que
contempla somente a caracteristica de equidispersdo, ainda observa-se um conjunto
maior de distribui¢des para os casos de superdispersdo com relagdo os casos de subdis-
persdo. Embora este grande ntiimero de distribuicdes exista para lidar com os casos de
fuga de equidispersdo, sdo poucos os pacotes estatisticos que as disponibilizam como

alternativas para ajuste de modelos de regressdo para dados de contagem.

Dos modelos paramétricos, o Binomial Negativo aparece em destaque com im-
plementacdes ja consolidadas nos principais softwares estatisticos e frequentes aplicagdes
nos casos de superdispersao. Na se¢do 2.2 detalhes da construcdo desses modelos sdo
apresentados. Dos demais modelos derivados das distribui¢des listadas na tabela 1 este
trabalho abordara somente o modelo COM-Poisson, que é apresentado com detalhes na

secdo 2.3.

Um outro fendmeno que é frequente em dados de contagem é a ocorréncia
excessiva de zeros. Esse fendmeno sugere a modelagem de dois processos geradores
de dados, o gerador de zeros extra e o gerador das contagens. Existem ao menos duas
abordagens pertinentes para estes casos que sdo os modelos de mistura e os modelos

condicionais. Na abordagem por modelos de mistura a varidvel resposta é modelada
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Tabela 1 — Distribuicdes de probabilidades para dados de contagem com indicacdo das
caracteristicas contempladas

e . ntempla a caracteristica d
Distribuicédo Contemp caracteristica de

Equidispersdo Superdispersdo Subdispersado

Poisson

Binomial Negativa
Inverse Gaussian Poisson
Compound Poisson
Poisson Generalizada
Gamma-Count
COM-Poisson

Katz

Poisson Polynomial
Double-Poisson
Lagrangian Poisson

SN N N N SENENENEN
N N N NN
SSENENENENENEN

Fonte: Elaborado pelo autor.

como uma mistura de duas distribui¢ées, no trabalho de Lambert (1992), uma mistura
da distribui¢do Bernoulli com uma distribui¢do de Poisson ou Binomial Negativa.
Considerando os modelos condicionais, também chamados de modelos de barreira
(RIDOUT; DEMETRIO; HINDE, 1998), tem-se que a modelagem da variadvel resposta é
realizada em duas etapas. A primeira refere-se ao processo gerador de contagens nulas
e a segunda ao gerador de contagens ndo nulas. Nesse trabalho a modelagem de excesso
de zeros se dard somente via modelos de barreira. A secdo 2.4 é destinada a um breve

detalhamento desta abordagem.

Neste capitulo também ¢é abordada a situagdo da inclusdo de efeitos aleatdrios
na secdo 2.5. Em anélise de dados de contagem a inclusdo desses efeitos permitem
acomodar variabilidade extra e incorporar a estrutura amostral do problema como em

experimentos com medidas repetidas ou longitudinais e experimentos em parcelas
subdivididas.

2.1 Modelo Poisson

A Poisson é uma das principais distribuicdo de probabilidades discretas. Com
suporte nos inteiros ndo negativos, uma varidvel aleatéria segue um modelo Poisson se

sua fun¢do massa de probabilidade for

AVe A
y!

Pr(Y =y |A) = y=0,1,2,... 2.1)

em que A > 0 representa a taxa de ocorréncia do evento. Uma particularidade ja
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destacada desta distribuigdo é que E(X) = V(X) = A. Isso torna a distribui¢do Poisson
bastante restritiva. Na figura 2 sdo apresentadas as distribui¢des Poisson para diferentes
parametros, note que devido a propriedade E(X) = V(X) contagens maiores também

sdo mais dispersas.

0 5 10 15 20 25 30
L1111 1 L1111 1

| | |
A=3 A=8 A=15
0,20 — L
X 0,15 — L
1l
> 0,10 =
[ -
o
0,00_‘ ‘ll ...................... ..I| ‘||I| .................... |I||‘ ||||I| ..... |
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 2 — Probabilidades pela distribuicdo Poisson para diferentes pardmetros.

Uma propriedade importante da distribuigdo Poisson é sua relacdo com a dis-
tribuicdo Exponencial. Essa relacdo estabelece que se os tempos entre a ocorréncia
de eventos se distribuem conforme modelo Exponencial de parametro A a contagem
de eventos em um intervalo de tempo t tem distribui¢do Poisson com média At. A
distribui¢do Gamma-Count, citada na tabela 1, estende esta propriedade do processo
adotando a distribuicdo Gama para os tempos entre eventos tornando a distribuicdo da
contagem decorrente mais flexivel (WINKELMANN, 1995; ZEVIANI et al., 2014).

Outra propriedade que decorre da construgdo do modelo Poisson é sobre a razdo

Pr(y=y-1) _ y

entre probabilidades sucessivas, PrY=y) — 1 Essa razdo é linear em y e tem sua taxa

1.
de crescimento ou decrescimento como % Os modelos Katz e COM-Poisson se baseiam
na generalizacdo dessa razdo de probabilidades a fim de flexibilizar a distribuigao de

probabilidades.

A utilizagdo do modelo Poisson na anélise de dados se da por meio do modelo de
regressdo Poisson. Seja Y; varidveis aleatoérias condicionalmente independentes, dados
as covariaveis X;,i = 1,2,...,n. O modelo de regressdo log-linear Poisson, sob a teoria
dos MLG’s é definido como

Y; | X; ~ Poisson(u;)

2.2)
log(ui) = XiB
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em que y; > 0 é a média da varidvel aleatéria Y; | X; que é calculada a partir do vetor
B € RP.

O processo de estimagdo do vetor B é baseado na maximizac¢do da verossimi-
lhanca, que nas distribui¢des pertencentes a familia exponencial, os MLG’s, é realizada
via algoritmo de minimos quadrados ponderados iterativamente, ou, do inglés Iteractive
Weighted Least Squares - INLS (NELDER; WEDDERBURN, 1972).

2.1.1 Estimacao via Quase-Verossimilhanca

Wedderburn (1974) propds uma forma de estimacdo a partir de uma fungdo bipa-
ramétrica, denominada quase-verossimilhanca. Suponha y; observac¢oes independentes
com esperangas j/; e variancias V (y;), em que V é uma funcéo positiva e conhecida. A

fungdo de quase-verossimilhanca é expressa como

iy, —t
Qv = [ i 3)
Na expressdo 2.3 a funcdo de quase-verossimilhanca é definida a partir da
especificacdo de yi;, V(i) e 0. O processo de estimagdo via maximizagdo dessa funcao
compartilha, do método baseado na maximazagdo da verossimilhanca, as mesmas
estimativas para y;, porém a dispersdo de y;, V(y;) = 0V (u;) é corrigida pelo pardmetro
adicional 0.

Assim os problemas com a fuga da suposicdo de equidispersdo podem ser
superados quando a estimagdo por méxima quase-verossimilhanca é adotada. Porém

um resultado dessa abordagem é que

NS SRIC DR

ou seja a informacio a respeito de 1 quando se conhece apenas 02 e V (i), a relagao
entre média e variancia, é menor do que a informagdo quando se conhece a distribui¢do
da variavel resposta, dada pela log-verossimilhanga ¢(u | y). Além disso ressalta-se
que, de forma geral, ndo é possivel descrever uma distribui¢do de probabilides para Y
somente com as especificacdes de 02 e V (u).

Em modelos de regressdo, g(y;) = Xp e V(y;) definem a fun¢do de quase-
verossimilhanca. Nessa abordagem sao estimados os parametros 8 e . A estimativa do
vetor 3 pode ser obtidas pelo algoritmo IWLS. Usando as fun¢des quase-escore e matriz
de quase-informagédo chega-se ao mesmo algoritmo de estimagdo dado no caso Poisson,

que ndo depende de ¢?. O parametro ¢ é estimado separadamente, pds estimagéo dos
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B’s. Um estimador usual é o baseado na estatistica x> de Pearson.

52— yo Wis f')z (2.5)

2.2 Modelo Binomial Negativo

Uma das principais alternativas paramétricas para dados de contagem super-
dispersos é a distribuicdo Binomial Negativa. A fun¢do massa de probabilidade da
distribui¢do Binomial Negativa pode ser deduzida de um processo hierdrquico de

efeitos aleatérios onde se assume que

Y |b ~ Poisson(b)

(2.6)
b ~ Gama(y,0)

A funcdo massa de probabilidade decorrente da estrutura descrita em 2.7 é deduzida
integrando os efeitos aleatérios. Considere f(y | b) como a fun¢do massa de probabili-

dade da distribui¢do Poisson (vide expressdo em 2.1) e ¢(b | u, ¢) a funcdo densidade

da distribuicio Gama !

Pr(Y =y [ 1,6) = [ £y | b)g(b | p,6)db

_ 6° « —b(14+6/pu),y+6—1
= y!y"l’(())/o e b db (2.7)

- TN <uﬁe)y<uie>e y=0dze

compu > 0ef > 0. Esse é um caso particular de um modelo de efeito aleatério cuja

integral tem solucdo analitica e por consequéncia o modelo marginal tem forma fechada.
Outro caso que se baseia no mesmo principio é o modelo Inverse Gaussian Poisson, que
como o nome sugere adota a distribui¢do Inversa Gaussiana para os efeitos aleatdrios.
Na figura 3 sdo apresentadas as distribui¢des Binomial Negativa para diferentes pa-
rametros 6 em comparacdo com a distribui¢do Poisson equivalente em locagdo. Note
que quanto menor o parametro 6, maior a dispersdo da distribuicdo. Isso introduz uma

propriedade importante desse modelo, para 8 — oo a distribui¢do reduz-se a Poisson.

Os momentos média e varidncia da distribui¢cdo Binomial Negativa sdo expressos

como E(Y) = pe V(Y) = u+ u?/c?. Pelas expressoes fica evidente a caracteristica

1 O desenvolvimento detalhado da integral pode ser visto em Paula (2013, pag. 303-305). Obs.: A fungao
densidade do modelo Gama estd parametrizada para que y represente a média da distribuicdo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 3 — Probabilidades pela distribui¢do Binomial Negativa para diferentes niveis de
dispersao, fixando a média em 5.

da Binomial Negativa de acomodar somente superdispersao, pois E(Y) é menor que

V(Y) para qualquer 2. Percebe-se também que quanto maior o parametro ¢ mais E(Y)

se aproxima de V(Y), e no limite, quando > — oo, E(Y) = V(Y) fazendo com que a

distribuicdo Binomial Negativa se reduza a Poisson.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 4 — Relacdo Média e Varidncia na distribui¢do Binomial Negativa.
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A relagdo funcional entre média e variancia é ilustrada na figura 4 onde sdo apre-
sentadas as médias e variancias para y entre 0 e 10 e 6 entre 0 e 50. O comportamento
dessa relacdo proporciona um maior flexibilidade a distribuicdo em acomodar super-
dispersdo, uma caracteristica importante exibida nesta figura é que para a Binomial

Negativa se aproximar a Poisson em contagens altas o 6 deve ser extremamente grande.

O emprego do modelo Binomial Negativo em problemas se regressdo ocorre de
maneira similar aos MLG’s, com excec¢do de que a distribuicdo s6 pertence a familia
exponencial de distribui¢des se o parametro 6 for conhecido e assim o processo sofre
algumas altera¢des. Primeiramente, assim como na Poisson, defini-se ¢(y;) = X8,
comumente utiliza-se a func¢do g(y;) = log(y;). Desenvolvendo a log-verossimilhanga
e suas fungdes derivadas, fungdo escore e matriz de informagédo de Fisher, mostra-
se que matriz de informacédo é bloco diagonal caracterizando a ortogonalidade dos
parametros B de locacdo e 6 de dispersdo. Deste fato decorre que a estimagdo dos
parametros pode ser realizada em paralelo, ou seja, estima-se o vetor 8 pelo método de
IWLS e posteriormente o parametro 6 pelo método de Newton-Raphson, faz-se os dois

procedimentos simultaneamente até a convergéncia das estimativas.

2.3 Modelo COM-Poisson

A distribuicdo de probabilidades COM-Poisson foi proposta por Conway e
Maxwell (1962), em um contexto de filas e generaliza a Poisson em termos da razdo
de probabilidades sucessivas, como sera visto adiante. Seja Y uma varidvel aleatéria
COM-Poisson, entdo sua fun¢do massa de probabilidade é

AV

Pr(Y =y [Av) = amzin e

y=0,1,2,... (2.8)
emque A >0,v > 0e Z(A,v) é uma constante de normalizac¢do, calculada para que
de fato 2.8 seja uma fun¢do massa de probabilidade (372 Pr(Y = y) = 1). Z(A,v) é

definida como se segue

M
T (2.9)

A,v:oo
20,0 = L7

O fato que torna a distribuicdo COM-Poisson mais flexivel é a razdo entre proba-

bilidades sucessivas

PriY=y—-1) y"
Pr(Y=y) A 210
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que se caracteriza ndo necessariamente linear em y, diferentemente da Poisson, o
que permite caudas mais pesadas ou mais leves a distribui¢do (SELLERS; SHMUELI,
2010). Na figura 5 sdo apresentadas as distribuicdes COM-Poisson para diferentes
valores de A e v, em contraste com as equivalentes, em locacdo, distribui¢des Poisson.
Nessa figura pode-se ver a flexibilidade desse modelo, pois i) contempla o caso de
subdispersdao mesmo em contagens baixas (E(Y) = 3, painel a esquerda), a distribuigéo
permite caudas pesadas e consequentemente uma dispersdo extra Poisson, ii) contempla
subdispersdo mesmo em contagens altas, onde na Poisson tem-se variabilidade na
mesma magnitude, na COM-Poisson pode-se ter caudas mais leves concentrando as
probabilidades em torno da média (painel a direita) e iii) tem como caso particular a

Poisson quando o parametro v = 1 (painel central).

—— Poisson —— COM-Poisson
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 5 — Probabilidades pela distribuicido COM-Poisson para diferentes pardmetros.

Uma das vantagens do modelo COM-Poisson é que possui, além da Poisson
quando v = 1, outras distribui¢des bem conhecidas como casos particulares. Esses casos
particulares ocorrem essencialmente devido a forma assumida pela série infinita Z(A, v).
QuandoA =1,Z(A,v=1) = e e substituindo na expressdo 2.8, tem-se a distribuicdo
Poisson resultante. Quando v — o0, Z(A,v) - 1+ Aea distribuigéo COM-Poisson se
aproxima de uma distribui¢do Bernoulli com P(Y = 1) = 7 + 1or- Equandov =0eA <1
Z(A,v) é uma soma geométrica que resulta em (1 — A)~! e a expressdo 2.8 se resume a
uma distribui¢do Geométrica com P(Y = 0) = (1 — A) (SHMUELI et al., 2005). Os trés
respectivos casos particulares citados sdo ilustrados na figura 6, onde os parametros

foram escolhidos conforme restri¢des para reducdo da distribuigao.

Um inconveniente desse modelo é que os momentos média e varidncia ndo tem

forma fechada. Sendo assim, devem ser calculados a partir da defini¢do
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Poisson Bernoulli Geométrica
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 6 — Exemplos de casos particulares da distribuigdo COM-Poisson.

EV) =Yy ply) e V) =Y. ¥ ply) - EY)
y=0 y=0

Shmueli et al. (2005), a partir de uma aproximacgao para Z(A,v), apresenta uma

forma aproximada para os momentos da distribuigdo

v—1 ALV
 — V(Y) ~
2v © () v

E(Y) ~ AV — (2.11)

os autores ressaltam que essa aproximagao é satisfatéria parav < 1 ou A > 10". Na
tigura 7 é representada a relacdo média e varidncia aproximada pelas expressdes em
2.11. Percebe-se que a relagdo é praticamente linear entre média e variancia, Sellers e
Shmueli (2010) descrevem que essa pode ser relagdo pode, ainda, ser aproximada por
%E (Y). Dessas aproximagdes, bem como das visualizagdes em 5, 6 e 7 deduz-se que o
parametros v, ou %, controla a precisdo da distribuicdo, sendo ela equidispersa quando

v = 1, superdispersa quando v < 1 e subdispersa quando v > 1.

Embora o modelo COM-Poisson ndo tenha expressao fechada para a média
da distribuicdo pode-se utilizd-lo como modelo associado a distribui¢do condicional
da variavel resposta de contagem. Isso é feito incorporando um preditor linear em A,
que mesmo ndo representando a média, estd associado com a locagdo da distribuicéo,
ou seja, modela-se a média indiretamente nessa abordagem. O modelo de regressao
é definido com as varidveis aleatdrias condicionalmente independentes Y7, Y>, ..., Y},
dado o vetor de covaridveis X; = (xj1, X2, - - -, xip) seguindo um modelo COM-Poisson
de parametros A; = ¢Xif,i = 1,2,...,n e v comum a todas as observagdes. Na expressao
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 7 — Relacdo Média e Variancia na distribuicdo COM-Poisson.

2.2 0 modelo é devidamente formulado, conforme a notacao de MLG's

Y; |X; ~ COM-Poisson(A;, v)

(2.12)
n(E(Y; | X)) = log(Ai) = Xip

O algoritmo para estimagdo do conjunto de pardmetros ® = (v, ) do modelo é
baseado na maximizagdo da log-verossimilhanga, que decorrente da especificagdo em
212¢é

(v,Bly) = Zyl log(A;) —v Zlog Zlog (A, v) (2.13)
e entdo as estimativas de maxima verossimilhanca sdo

A

O = (0, B) = argmax £(v,B | y)
(v, 8) B
Para avaliacdo da log-verossimilhanca em 2.13 a constante de normalizacdo
Z(A,v), conforme definida em 2.9 é calcula para cada observacdo o que potencialmente
torna o processo de estimagdo lento. Uma ilustragdo do ntiimero de incrementos consi-

derados para célculo da constante Z(A, v) é apresentada na figura 8. Nesta ilustracdo
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Figura 8 — Convergéncia da constante de normalizacdo da COM-Poisson para diferentes
conjuntos de parametros.

foram utilizados os mesmos parametros definidos em 5 e 0 nimero de incrementos
considerados para convergéncia 2. de Z(A,v) foram 22, 31, 45 nos primeiro, segundo e

terceiro painéis respectivamente.

Detalhes computacionais do algoritmo de maximizagdo e manipulagdes algébri-
cas para eficiéncia na avalia¢do da log-verossimilhanga no modelo COM-Poisson sdo
discutidos na segéo 3.2.

2.4 Modelos para excesso de zeros

Problemas com excesso de zeros sdo comuns em dados de contagem. Caracteriza-
se como excesso de zeros casos em que a quantidade observada de contagens nulas
supera substancialmente aquela esperada pelo modelo de contagem adotado. No caso

do modelo Poisson a fracio de zeros é e~ .

As contagens nulas que geram o excesso de zeros podem ser explicadas de duas
formas distintas. A primeira denomina-se de zeros estruturais, quando a ocorréncia
de zero se d4 pela auséncia de determinada caracteristica na populagédo e a segunda,
que zeros amostrais que ocorrem segundo um processo gerador de dados de contagem
(e.g processo Poisson). Por exemplo, considerando o nimero de dias que uma familia
consome um determinado produto, tem-se aquelas familias que ndo consomem o
produto (zeros estruturais) e as demais familias que consomem o produto, porém ndo o
consumiram no intervalo de tempo considerado no estudo (zeros amostrais). Assim,

de forma geral sdo dois processos geradores de dados em uma varidvel aleatéria de

2 Adotou-se como critério de convergéncia a iteracdo j tal que AJ/(j!)V < 0,00001
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contagem COm excessivos zeros.

Em geral, quando dados de contagem apresentam excessos de valores zero
também apresentardo superdispersdo. Todavia, essa dispersdo pode ser exclusivamente
devido ao excesso de zeros e assim os modelos alternativos ja apresentados nao terdo
um bom desempenho. Uma ilustragdo deste fato é apresentada na figura 9, em que
foram simulados dados com excesso de zeros e ajustado um modelo COM-Poisson. Em
ambos 0s casos 0 modelo ndo se ajustou adequadamente, indicando que os excessos de
zeros devem ser abordados de forma diferente.

—— Observado ——— COM-Poisson
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I _] |
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 9 — Ilustracdo de dados de contagem com excesso de zeros.

Hilbe (2014, capitulo 7) discute sobre a interpretagdo e modelagem de dados
de contagem com excesso de zeros. Para essa situagdo as duas principais abordagens
sdo i) os modelos de mistura (LAMBERT, 1992), também chamados de inflacionados,
em inglés Zero Inflated Models e ii) os modelos condicionais (RIDOUT; DEMETRIO;
HINDE, 1998), também chamados de modelos de barreira, em inglés Hurdle Models.
Neste trabalho somente a abordagem via modelos condicionais serd considerada. A

funcdo massa de probabilidade do modelo Hurdle é

7T se y=0,
Pr(Y=y|mO,) = 1 Pr(Z =z | @) (2.14)
1-Pr(Z=0]0O,) ’

em que 0 < 71 < 1, representa a probabilidade de ocorréncia de zeros e Pr(Z =z | ©,)
a funcdo massa de probabilidade de uma varidvel aleatéria de contagem Z, como a

Poisson ou a Binomial Negativa.
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Da especificacdo em 2.14, os momentos média e variancia sdo obtidos usando as
definicdes E(Y) = 12y - Pr(Y =y) e V(Y) = 1324 y? - Pr(Y = y) — E2(Y)

EZ)(1-m) V(Y) = — ;rzzﬂ: 0) (2)1 _(;rzzﬂi 0)

EY) =1 pz=0)

Para a inclusdo de covariaveis, caracterizando um problema de regressao, dado

que o modelo tem dois processos modela-se ambos como se segue

T\~ Zi ~ D(pi, )
log (1 — 7Ti> = G;y e o) = X;p (2.15)

comi = 1,2,...,n, G; e X; as covariaveis da i-ésima observacdo consideradas para
explicagdo da contagens nulas e ndo nulas respectivamente, D(y;, ¢) uma distribuicdo
de probabilidades considerada para as contagens ndo nulas que pode conter ou ndo
um parametro ¢ adicional, se Poisson, D(y;, ¢) se resume a Poisson(y;) e g(¢;) uma
funcao de ligacdo, nos casos Poisson e Binomial Negativa considera-se log(y;). O que
esta implicito na formulagdo 2.15 é que para a componente que explica a geracdo de
zeros estd sendo considerada a distribuicdo Bernoulli de parametro 7t;, contudo pode-
se utilizar distribui¢des censuradas a direita no ponto y = 1 para estimacdo desta
probabilidade, como explicam Zeileis, Kleiber e Jackman (2007).

2.5 Modelos de efeitos aleatérios

Nas se¢des anteriores os modelos que flexibilizam algumas suposi¢des do modelo
Poisson, basicamente permitindo casos ndo equidispersos e modelando conjuntamente
um processo gerador de zeros extra foram explorados. Contudo, uma suposicdo dos mo-
delos de regressdao para dados de contagem vistos até aqui é que as varidveis aleatérias
Y1,Ys,...,Y, sdo condicionalmente independentes, dado o vetor de covaridveis. Porém
ndo sdo raras as situagdes em que essa suposicao ndo se mostra adequada. Ribeiro (2012)
cita alguns exemplos:

* as observagdes podem ser correlacionadas no espago,
* as observagdes podem ser correlacionadas no tempo,

* interacdes complexas podem ser necessdrias para modelar o efeito conjunto de

algumas covaridveis,

* heterogeneidade entre individuos ou unidades podem néo ser suficientemente
descrita por covariaveis.
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Nessas situagdes pode-se estender a classe de modelos de regressdo com a adigdo
de efeitos aleat6rios que incorporam termos baseados em varidveis ndo observaveis
(latentes) ao modelo, permitindo assim acomodar uma variabilidade, que pode ser ou
ndo estruturada, ndo prescrita pelo modelo. De forma geral a especificacdo dos modelos

de efeitos aleatérios segue uma especificacdo hierdrquica

Yij | bi, Xij ~ D(pij, §)
g(pij) = XijB + Zib; (2.16)
b ~K(©)

parai = 1,2,...,m(grupos com efeitos aleatérios comuns)ej = 1,2, ...,n (observagdes)
com D(p;j,¢), uma distribuicdo considerada para as varidveis resposta condicional-
mente independentes, g(3;j) uma fungéo de ligagdo conforme definida na teoria dos
MLG’s, Xjj e Z; os vetores conhecidos que representam os efeitos das covaridveis de
interesse e os termos que definem os grupos considerados como aleatérios, b; uma quan-
tidade aleatdria provida de uma distribui¢dao K(®,). Nesses modelos uma quantidade
aleatoria é somada ao preditor linear, diferentemente dos modelos de efeitos fixos e
a partir desta quantidade é possivel induzir uma estrutura de dependéncia entre as

observagoes.

Como sdo duas quantidades aleatérias no modelo, Y | X e b, a verossimilhanca

para um modelo de efeito aleatério é dada integrando-se os efeitos aleatérios

L(B¢Op|y) = ﬁ/w (HfD(]/ijl 1, bi)) - fx(b | ©)db; (2.17)
i= j=

Na avaliagdo da verossimilhanca é necessdrio o cdlculo de m integrais de di-
mensdo g. Para muitos casos essa integral ndo tem forma analitica sendo necessarios
métodos numéricos de intergracdo, que sdo discutidos na segao 3.2. As estimativas de

maxima verossimilhanca sao

© = (B, ;) = arg max log(L(B, 9,0, | y))
(B, ©p)
Em modelos de efeitos mistos é comum adotar como distribuigdo para os efeitos aleato-
rios uma Normal g-variada com média 0 e matriz de variancia e covariancias X, ou seja,
na especificacdo 2.16 K(©,) = NMV,(0,X). Para estes casos os principais métodos de
aproximacao da integral tem desempenhos melhores (BATES et al., 2015).

Como mencionado anteriormente modelos de efeitos aleatdrios sdo candidatos a

modelagem de dados superdispersos. Quando ndo ha uma estrutura de delineamento
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experimental ou observacional pode-se incluir efeitos aleatérios ao nivel de observagao
(e entdo m = n, ou seja, os vetores Y e b tem mesma dimensao). Casos particulares
de modelos de efeitos aleatérios, onde o efeito aleatdrio é adicionado ao nivel de
observacdo sdo o modelo Binomial Negativo e o Inverse Gaussian Model, em ambos os
casos a integral, definida em 2.17 tem solucdo analitica e consequentemente a marginal
em Y forma fechada.
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3 Material e Métodos

Essa segdo é destinada a apresentacdo dos conjuntos de dados analisados no
trabalho e descri¢do dos recursos computacionais e métodos utilizados na anélise. Na
secdo 3.1.1 seis conjuntos de dados com diferentes caracteristicas sdo apresentados. Os
recursos computacionais utilizados sdo descritos na segdo 3.1.2. Na dltima se¢do desse
capitulo, 3.2, sdo apresentados os métodos para ajuste, avaliagdo e comparacdo dos

modelos propostos.

3.1 Materias

3.1.1 Conjuntos de dados

A seguir sdo apresentados os seis conjuntos de dados utilizados para avaliar
o desempenho dos modelos COM-Poisson. Os dados em estudo sdo, quase em sua
totalidade, resultantes de experimentos agrondmicos com delineamentos balanceados,
0 que é uma caracteristica vantajosa para avaliacdo do desempenho do modelo COM-

Poisson quando empregado a andlise desses dados.

A apresentacdo dos conjuntos segue a ordem de 1) descricdo do experimento ou
estudo em destaque, 2) definicdo das varidveis e suas unidades de medidas e 3) descri¢do
de suas caracteristicas, potencialmente contempladas por modelos alternativos ao

Poisson.

3.1.1.1 Capulhos de algod3o sob efeito de desfolha artificial

Experimento conduzido sob delineamento inteiramente casualizado com cinco
repeticOes em casa de vegetacdo com plantas de algodao Gossypium hirsutum submetidas
a diferentes niveis de desfolha artificial de remocao foliar (0, 25, 50, 75, 100%), em
combinagdo com o estagio fenolégico no qual a desfolha foi aplicada (vegetativo, botdo
floral, florecimento, maca, capulho). A unidade experimental foi um vaso com duas
plantas onde avaliou-se o ntimero de capulhos produzidos ao final da ciclo cultura
(SILVA et al., 2012). O experimento contou com 125 observag¢des das quais tém-se as
informacgdes das varidveis ntiimero de capulhos de algoddo produzidos (ncap), nivel de
desfolha de remocao foliar (des) e estdgio fenoldgico das planta na unidade experimental
(est).

Esse conjunto de dados ja fora publicado sob a motivacdo da caracteristica de
subdispersdo, utilizando o modelo Gamma-Count (ZEVIANI et al., 2014). Na figura

10, sdo apresentados os dados do experimento. A esquerda apresenta-se a disposicao
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das cinco observagdes em cada tratamento (combinagdo de nivel de desfolha e estadgio
tenolégico do algodao) e a direita um gréfico descritivo cruzando médias e variancias
amostrais calculadas em cada tratamento, onde a linha pontilhada representa a caracte-
ristica de equidispersdo, média igual a varidncia. Em todos os tratamentos obteve-se a

média menor que a variancia apontando evidéncia de subdispersao.
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Fonte: Traduzido de Zeviani et al. (Figura 2)

Figura 10 - Ntimero de capulhos produzidos para cada nivel de desfolha e estagio
fenologico (esquerda) e médias e variancias das cinco repetigdes em cada
combinagdo de nivel de desfolha e estdgio fenolégico (direita).

3.1.1.2 Produtividade de algod3o sob efeito de infestacdo de Mosca-branca

Experimento conduzido na Universidade Federal da Grande Dourados (UFGD)
em 2007, cujo objetivo foi avaliar os impactos da exposigdo de plantas a alta infestacdo
de Mosca-branca Bemisia tabaci em componentes de producdo do algoddo (MARTELLI
et al., 2008). No experimento, plantas de algoddo foram expostas a alta infestacdo da
praga por diferentes periodos, 0, 1, 2, 3, 4, 5 dias onde avaliou-se o namero de capulhos
produzidos (ncapu), o ntimero de estruturas reprodutivas (nerep) e o nimero de nés
(nnos), como varidveis de interesse que representam a produtividade do cultivo de
algodao. A condugdo do estudo deu-se via delineamento inteiramente casualizado com

cinco vasos contendo duas plantas, para cada periodo de exposicao.

Na figura 11 a disposi¢do de cada uma das varidveis aleatdrias de contagem
numero de estruturas reprodutivas, nimero de capulhos produzidos e nimero de nés

da planta para os diferentes periodos em que as plantas estiveram sob alta infestagdo de
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Figura 11 — Disposigdo das varidveis de contagem n° de estruturas reprodutivas, n° de
capulhos produzidos e n° de nds da planta observadas sob diferentes dias
de exposigdo a infestacdo de Mosca-branca.

Mosca-branca é apresentada. Para todas as contagens parece haver um comportamento
subdisperso. A indica¢do de subdispersdo também se observa na tabela 2, onde as
médias e varidncias amostrais calculadas com as dez observagdes nos seis periodos de
exposicdo a infestagdo de Mosca-branca sdo exibidas. Em todos os casos observa-se
as variancias amostrais substancialmente menores que respectivas médias, ainda a
manifestagdo de subdispersdo é mais expressiva na varidvel nimero de nés da planta.
Portanto, nesse experimento modelos alternativos ao Poisson devem ser empregados,
pois a suposicdo de equidispersdo é violada.

Tabela 2 — Médias e varidncias amostras das contagens avaliadas no experimento de
capulhos de algod&o sob efeito de Mosca-Branca

Dias de N. Estruturas N. Capulhos N. Noés
Exposicao

média varidncia média varidncia média varidncia

0 4,50 0,50 4,40 0,93 13,60 2,27
1 4,20 1,29 3,90 1,43 16,30 0,90
2 3,90 1,21 3,40 1,60 16,10 4,54
3 3,50 1,17 3,40 1,16 15,40 3,38
4 3,80 1,07 3,70 1,34 15,80 2,62
5 3,80 1,07 3,80 1,07 15,70 2,68

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.1.1.3 Produtividade de soja sob efeito de umidade do solo e adubacao potassica

Experimento fatorial 5 x 3 que estudou diferentes niveis de adubacdo potassica
aplicada ao solo, 0, 30, 60, 120, 180 mg dm 3 e diferentes niveis de umidade do solo, 37.5,
50, 62.5 % do volume total dos poros, que representam pouca dgua, 4gua em quantidade
ideal e 4gua em abundancia, nos componentes de producdo da soja (SERAFIM et al.,
2012). O experimento foi instalado em casa de vegetacdo no delineamento de blocos
casualizados completos e a unidade experimental foi um vaso com duas plantas de
soja. No experimento foram medidas vdrias varidveis respostas (que representam a
produtividade), sendo que o nimero de vagens vidveis por vaso e o ntiimero de graos

por vaso foram as varidveis de contagem.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 12 — Disposigdo das varidveis nimero de graos e niimero de vagens nos diferen-
tes niveis de adubacéo potéssica e umidade do solo.

Na figura 12 é apresentada a dispersdo das contagens nas combinacdes das
covaridveis umidade do solo e adubagédo potéssica. As duas varidveis de contagem ava-
liadas no experimento apresentam niveis de dispersdo distintos, essa caracteristica fica
explicita na figura 13, em que é exibida a dispersdo entre médias e varidncias amostrais
para cada uma das varidveis. Para o nimero de graos por parcela, com contagens mais
elevadas, as varidncias amostrais sdo, quase em sua totalidade, superiores as médias
caracterizando uma evidéncia de superdispersdo. J4 para o niumero de vagens por
parcela as médias e variancias sdo, em média, préximas, o que indica que a suposi¢ao

de equidispersdo é razoavel.
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Figura 13 — Médias e varidncias amostrais das contagens de grado e vagens, avaliadas no
experimento com soja sob efeito umidade e adubagédo potassica.

3.1.1.4 Ocorréncia de ninfas de Mosca-branca em lavoura de soja

Nesse experimento também envolvendo a cultura de soja e a praga Mosca-branca,
foram avaliadas plantas de quatro diferentes cultivares de soja, BRS 245 RR, BRS 243 RR,
BRS 246 RR, BRS 239, contabilizando o nimero de ninfas de mosca-branca nos foliolos
dos tercos superior, médio e inferior das plantas em seis datas, 11/12/09, 19/12/09,
24/12/09,02/01/10,11/01/10,18/01/10 dentre os 38 dias de estudo . O experimento
foi conduzido em casa de vegetagdo sob o delineamento de blocos casualizados para
controle de variacdo local (SUEKANE, 2011).

As contagens da praga para cada cultivar em cada uma das datas de avaliacao,
representadas pelos dias decorridos ap6s a primeira avaliagdo, em 11/12/09 sdo mostra-
das na figura 14 a esquerda. As contagens sdo muito altas e dispersas, principalmente
nas quatro primeiras avaliagdes. A direita uma descri¢do no nivel de dispersao da
varidvel de contagem é apresentada. Esse é um conjunto de dados extremamente super-
disperso. Os pontos, que representam as médias e varidncias em cada combinagdo de
cultivares de soja e dias ap6s a primeira avaliagdo, estdo todos acima da reta identidade
(de equidispersdo) com variancias em torno de 1.000 vezes maiores que as respectivas

médias.

3.1.1.5 Peixes Capturados por Pescadores em um Parque Estadual

Diferentemente dos demais, esse é um estudo observacional feito por biélogos
com interesse em modelar o nimero de peixes capturados por grupos de pescadores

visitantes em um Parque Estadual (UCLA, 2015). Nesse estudo tem-se como informagdes
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Figura 14 — Dispersao entre o ntimero total de ninfas de Mosca-branca nos foliolos da
soja e o niumero de dias apds a primeira avaliagdo para as quatro diferentes
cultivares (esquerda). Relacdo entre as médias e as varidncias amostrais do
numero de ninfas nesse experimento (direita).

a respeito dos grupos de visitantes, o nimero de pessoas e de criangas e se hd ou ndo a
presenca de campista. Um fato interessante deste dado é que nem todos os grupos de

visitantes praticaram pescaria, portanto, nesses grupos o nimero de peixes capturado

sera zero.
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Figura 15 — Logaritmo neperiano do ntiimero de peixes capturados acrescido de 0,5 para
as diferentes composi¢des dos grupos (esquerda). Histograma do ntiimero
de peixes capturados por grupo (direita).
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Na figura 15 é evidente o excesso de contagens zero. No grafico a esquerda
tem-se a disposicdo das contagens, transformadas por log(y;|x; + 0,5). E caracteristica
marcante no gréafico a grande quantidade de pontos dispostos no primeiro valor do
eixo y, —0,693 = log(0.5). Embora seja um gréfico marginal, ndo considerando as
covaridveis de cada contagem, a direita um histograma da varidvel resposta é realizado
e percebe-se novamente a grande quantidade de valores nulos, ao todo 56,8% dos dados
sdo contagens nulas. Portanto nesse problema, claramente modelos alternativos que

acomodem excesso de zeros se fazem necessarios.

3.1.1.6 Nimero de nematoides em raizes de feijoeiro
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 16 — Dispersao do niimero de nematoides providos por uma aliquota da solugao
de 1 g/ml de massa fresca diluida.

Esse tltimo conjunto de dados explorado no trabalho, é resultado de um experi-
mento em casa de vegetacdo que estudou a reproducdo de nematoides em cultivares de
teijoeiro. No experimento, o solo de vasos com duas plantas de feijdo foi inicialmente
contaminado com nematoides e as raizes das duas plantas por vaso foram, ao final do
experimento, lavadas, trituradas, peneiradas e diluidas e, a partir de aliquotas dessa
solucdo, contou-se o ntimero de nematoides. Como denominador da contagem tem-se a
razao entre a massa fresca de raizes (em gramas) por parcela e o volume de d4gua (em
milimetros) utilizado para diluir essa quantidade .

1 Cedido para fins académicos por Andressa Cristina Zamboni Machado, pesquisadora do Instituto

Agrondmico do Parana (IAPAR), e pelo técnico agricola do IAPAR Santino Aleandro da Silva



42 Capitulo 3. Material e Métodos

Na figura 16 a dispersdo das contagens de nematoides em aliquotas da solugdo
de uma grama de massa fresca de raiz por um milimetro de 4gua para cada linhagem
é exibida. As contagens para cada uma das linhagens se distribuem em torno do
perfil médio (linha pontilhada). Um detalhe interesse desse conjunto de dados é que
o efeito das linhagens pode ser considerado aleatério em certas fazes do programa de
melhoramento genético. Portanto, pode-se interpretar as linhagens escolhidas como
um sorteio aleatério dentre uma populagdo de linhagens de feijoeiro. Assim, modelos
com efeitos aleatdrios a nivel de linhagem sdo capazes de representar as caracteristicas
distintas de cada linhagem por meio de uma distribuicdo de probabilidades.

3.1.2 Recursos computacionais

O software R, versdo 3.3.0, é utilizado tanto para a preparagdo e apresentacdo dos
dados quanto para ajuste dos modelos e apresentagao de resultados. Pacotes auxiliares
utilizados no trabalho sdo: MASS (7.3.45) para ajuste e inferéncias dos modelos Binomial
Negativo, bbmle (versdo 1.0.18) para estimacdo via méxima verossimilhanca das fun¢oes
implementadas para o modelo COM-Poisson , pscl (1.4.9) para ajuste dos modelos
Poisson e Binomial Negativo com componente de barreira para modelagem de excesso
de zeros e 1me4 (versdo 1.1.12) para ajuste dos modelos Poisson com efeitos aleato-
rios normais. Para apresentagdo gréfica dos resultados os pacotes lattice (0.20.33),
latticeExtra (0.6.28) e corrplot (0.73) sdo exaustivamente utilizados. Finalmente, para
elaboragdo do relatério, mesclando c6digos em R e escrita na linguagem de marcagdo

I&TEX, o pacote knitr (1.12.3) é requerido.

Destaca-se nesse trabalho que todas as fung¢des implementadas para ajuste e
inferéncia dos modelos de regressio COM-Poisson estdo disponiveis, em formato de um
pacote R, cmpreg, no enderego <https://github.com/JrEduardo/cmpreg>. No apéndice
A o emprego do pacote na andlise de um conjunto de dados exibido no trabalho é
ilustrado com cédigos R.

3.2 Meétodos

A estimacdo dos parametros do modelo de regressio COM-Poisson de efeitos
fixos é realizada maximizando uma forma reparametrizada da log-verossimilhanca,
definida na expressao 2.13, via algoritmo numérico de otimizagdo BFGS. O parametro
extra da COM-Poisson, v tem suporte nos reais positivos, restringindo o espago paramé-
trico de busca do otimizador, o que é numericamente indesejavel. Para deixar o dominio

de busca nos reais reparametrou-se o modelo com o pardmetro ¢ = log(v), como


https://github.com/JrEduardo/cmpreg
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0 <v < ooentdo —oo < ¢ < 00. Sob a reparametrizacdo a fun¢do a ser maximizada é

(¢ Bl y) Zyzlog ) —e?) log(y!) Zlog (Ai,)) (3.1)

em que A; = eXiP, com X; o vetor (xj1, X, . . . xz-p) de covaridveis da i-ésima observacao,
1
e (B,¢) € RFFL

O ajuste do modelo é realizado sob ¢. Portanto as inferéncias decorrentes sdao
sobre esse parametro. Todavia pode-se retornar para parametriza¢do original utilizando
a funcdo inversa em valores pontuais ou método delta para fungdes de ¢. Nesse trabalho
as inferéncias sdo realizadas sob o parametro ¢. Para esse parametro as interpretagdes

sdo como se segue

¢ < 0 = Superdispersdo ¢ = 0 = Equidispersdo ¢ > 0 = Subdispersao

ou seja, possui a interpretagdo de um parametro de precisdo.

A partir dessa reparametrizac¢do a conducdo de testes de hipoteses é facilitada.
Uma vez que ¢ = 0, representa o caso particular em que a COM-Poisson se reduz a
Poisson, a estatistica

TRV =2 (Lcpp — £p) ~ X3

sendo {cpp e {p as log-verossimilhangas maximizadas dos modelos COM-Poisson
e Poisson com mesmo preditor linear respectivamente, se refere ao teste de razao
de verossimilhangas para Hy : ¢ = 0, ou de forma mais apelativa, ao teste sobre a

equivaléncia dos modelos COM-Poisson e Poisson.

A partir da definicdo em 2.14, para incluir um componente de barreira no mo-
delo COM-Poisson, acomodando excesso de zeros, adota-se para Pr(Z = z | ©,) a
distribuicdo COM-Poisson (2.8) resultando em

T se y=0,
Pr(Y =y |, ¢, A) = AY (1_ 1

. -1 1o (3.2)
0= 200, 9) o) eyl

Para modelos de regressdo com componente de barreira, sdo incorporados predi-

exp(GY)

tores lineares em 71, T = Trexp(G7) © A, A = exp(Xp) e a verossimilhanca desse modelo
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toma a forma

£lppr|y) =1l (-1 [a - (m) (1= z0q7)| 09

em que 1 é uma fungdo indicadora para y = 0. Os argumentos ¢, 8 e §, que maximizam
o logaritmo neperiano da fungdo 3.3 serdo as estimativas de maxima verossimilhanca

do modelo COM-Poisson com componente de barreira.

Uma outra extensdo proposta para o modelo COM-Poisson é a inclusdo de
efeitos aleatérios a fim de modelar a estrutura experimental ou observacional de um
conjunto de dados. Este trabalho restringe-se a inclusdo de efeitos aleatérios Normais,
ou seja, b ~ Normal(0, X), que sdo incorporados sob a forma A = XB + Zb conforme
especificagdo em 2.16. Assim, considerando a distribuicdo COM-Poisson para a varidvel
resposta condicionada as covaridveis e os efeitos aleatdrios, a verossimilhanga pode ser

escrita como

T - AY ‘ /2 Ll ) .
L(¢p,Z,Bly) = E/Rq (g (y!)e¢Z(A,4>)) (27)1 !Z!exp( SUETb ) db; (3.4)

sendo m o nimero de grupos que compartilham do mesmo efeito aleatério, 4 o nimero
de efeitos aleatdrios (intercepto aleatdrio, inclinagdo e intercepto aleatérios, etc.) e n;
o numero de observag¢des no i-ésimo grupo. A integracdo em 3.4, necessdria para a
avaliagdo da verossimilhanga ndo tem forma analitica. Utiliza-se a aproximagdo de
Laplace da forma como apresentada em Ribeiro Jr et al. (2012, pag. 141) para apro-
ximagdo dessa integral. A estimacgdo dos parametros € realizada via maximizagado da
log(L(¢,%, B | y)) com métodos numéricos de otimizac¢do. Ressalta-se que esse é um
procedimento computacionalmente intensivo, pois a cada iteragdo do algoritmo de
maximizagdo, m aproximagdes de Laplace para integrais de dimensao g sdo realizadas.
Ainda, quando considerada a distribuicio COM-Poisson para a varidvel resposta condi-
cionalmente independente, tem-se também o calculo de 7,, constantes normalizadoras
Z(A, ¢) (2.9) para cada m grupo em cada iteragdo do algoritmo de otimizagdo. Com toda
essa estrutura hierdrquica, procedimentos computacionais realizados a cada estdgio sdo

potencialmente instdveis numericamente.

Para comparacdo entre os modelos COM-Poisson e demais modelos listados no
capitulo 2 utiliza-se essencialmente o valor maximizado da log-verossimilhanca e o

critério de informacao de Akaike (AIC) definido como

AIC = 2(k — £(®y, 1)) (3.5)
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sendo k o namero de parametros e ¢(©, y) a logverossimilhanga maximizada do modelo
definido pelo conjunto ©; de pardmetros. Nas andlises compara-se também, os niveis
descritivos nos testes de razao de verossimilhancas entre modelos encaixados. Nos
modelos de regressdo de efeitos fixos os valores preditos pelos modelos COM-Poisson e

demais alternativas pertinentes sdo exibidos graficamente com bandas de confianca.

Para maximizagdo numérica das logverossimilhangas dos modelos de regressao
COM-Poisson e suas extensdes utiliza-se um método de otimizacdo quasi-Newton
bastante popular, denominado BFGS (NOCEDAL; WRIGHT, 1995). As informagdes do
vetor gradiente (derivadas de primeira e matriz hessiana (derivadas de segunda ordem)

sdo obtidos numericamente via aproximacdo de diferencas finitas.
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4 Resultados e Discussao

Nesse capitulo sdo apresentados os resultados e discussdes da aplicacdo mo-
delos de regressio COM-Poisson ajustados aos dados apresentados na secdo 3.1.1
comparando-as com abordagens ja utilizadas na Estatistica aplicada. As primeiras seis
se¢des sdo destinadas a apresentacdo das andlises estatisticas de cada conjunto de dados
citado. Na secdo 4.7 discussdes gerais sobre os resultados dos modelos COM-Poisson

empregados nas andlises sdo realizadas.

4.1 Analise de dados de capulhos de algodao sob efeito de desfolha

Diante da estrutura do experimento apresentada na segdo 3.1.1.1 foram pro-
postos, por Zeviani et al. (2014), cinco preditores crescentes em complexidade que
testam aspectos interesses sobre os fatores experimentais. Abaixo os cinco preditores
considerados sdo descritos.

Preditor 1: g(u) = Po

Preditor 2: g(u) = Bo + Brdef

Preditor 3: g(1t) = Bo + Bidef + Badef?
Preditor 4: g(u) = Bo + Brjdef + Bodef?
Preditor 5: g(u) = Bo + Brjdef + [Szjdefz

onde j varia nos niveis de estdgio fenoldgico da planta (1: vegetativo, 2: botdo floral, 3:
florescimento, 4: maga, 5: capulho) e g(3) uma fungdo de ligagdo. A proposta desses
preditores foi realizada de forma aninhada a fim de facilitar a condugdo de testes de
hipé6teses. O modelo 1 contém somente o intercepto, e é ajustado apenas como ponto de
partida para verificar como modelos mais estruturados melhoram o ajuste. O modelo
2 apresenta apenas o efeito de desfolha de forma linear, 0 modelo 3 é o modelo 2
somado um efeito de segunda ordem. O modelo 4, apresenta o efeito de desfolha linear
mudando de acordo com o estdgio de crescimento (interacdo entre o efeito linear de
desfolha e estdgio), e por fim o modelo 5 ndo somente o efeito de primeira ordem muda
com o estdgio de crescimento, mais também o efeito de segunda ordem (interagdo entre

o efeito de primeira e segunda ordem de desfolha e estagio).

A seguir sdo ajustados os modelos Poisson e COM-Poisson como alternativas
paramétricas a andlise de dados e como alternativa semi-paramétrica a estimacédo via
quasi-verossimilhanca Poisson. Na tabela 3 os resultados dos trés modelos ajustados aos
cinco preditores sdo apresentados. O modelo COM-Poisson apresentou melhor ajuste
dentre todos os preditores considerados quando comparado ao Poisson, indicado pelas
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maiores log-verossimilhancas e menores AIC’s.

Tabela 3 - Medidas de ajuste para avaliagdo e comparagdo entre preditores e modelos

ajustados

Poisson np L AIC 2(dift¢) diffnp P> X2

Preditor 1 1 -27993 561,87

Preditor 2 2 27200 548,00 15,86 1 6,81E-05

Preditor 3 3 27135 548,71 1,29 1 2,56E-01

Preditor 4 7 258,67 531,35 25,36 4 4,26E-05

Preditor 5 11  -255,80 533,61 5,74 4 2,19E-01

COM-Poisson  np ¢ AIC  2(diff¢) diffnp P(>X?) ¢ P> AP
Preditor 1 2 -272,48 548,96 0,551 1,13E-04
Preditor 2 3 25746 52093 30,03 1 4,25E-08 0,794 6,97E-08
Preditor 3 4  -256,09 520,18 2,75 1 9,73E-02 0,816 3,29E-08
Preditor 4 8  -22020 456,40 71,78 4 9,54E-15 1,392 1,75E-18
Preditor 5 12 -208,25 440,50 23,90 4 8,38E-05 1,585 1,80E-22
Quase-Poisson np deviance AIC F diffnp P(>F) &2 P(> X?)
Preditor 1 1 75,51 0,567 3,66E-04
Preditor 2 2 59,65 34,21 1 4,17E-08 0,464 5,13E-07
Preditor 3 3 58,36 2,81 1 9,62E-02 0,460 3,66E-07
Preditor 4 7 33,00 22,77 4 5,89E-14 0,278 9,15E-16
Preditor 5 11 27,25 5,96 4 2,18E-04 0,241 3,57E-18

np, niumero de paradmetros, diff ¢, diferenca entre log-verossimilhangas, F, estatistica F baseada nas
quasi-deviances, diff np, diferenca entre o np.

Fonte: Elaborado pelo autor.

As estimativas dos pardmetros extras ¢ e 0> dos modelos COM-Poisson e Quasi-
Poisson respectivamente, também sdo apresentadas na tabela 3 e indicam subdispersao
(¢ >0e o? < 1). Note que, mesmo ndo considerando covaridveis, preditor 1, a hip6tese
de equidispersdo foi rejeitada pelo modelos COM-Poisson e Quasi-Poisson. Isso se
reflete nos niveis descritivos dos testes de razdo de verossimilhancas realizados, em
que o modelo Poisson, em discordancia com os demais, ndo indicou significancia do
efeito quadratico por nivel de desfolha, preditor 5, pois superestima a variabilidade
do processo. Esses resultados estdo de acordos com os apresentados por Zeviani et
al. (2014), onde um modelo Gamma-Count foi ajustado, destaca-se a similaridade entre
as medidas de ajuste dos modelos COM-Poisson e Gamma-Count. Os valores das log-
verossimilhangas maximizadas nos dois modelos difere somente nas casas decimais,

para todos os preditores.

Na figura 17 a avalia¢do do parametro ¢ do modelo COM-Poisson com efeito
de desfolha artificial de primeira e segunda ordem para cada estdgio fenoldgico, via
verossimilhanga perfilhada é apresentada. O valor zero, que representa a ndo neces-
sidade de um modelo COM-Poisson estd dentro dos limites de confianca de 90, 95 e
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Perfil para @

iz (VA deviance)

I I I :I I I
1,0 1,2 14 1,6 1,8 2,0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 17 — Perfil de log-verossimilhanca para o parametro extra da COM-Poisson,
estimado no modelo com o quinto preditor.

até 99%. A simetria do perfil de verossimilhanca também é algo para se destacar, pois
neste caso intervalos do tipo Wald (computacionalmente mais féceis), via aproximagao
quadratica da verossimilhanca, podem ser construidos, muito embora os construidos
via perfil de log-verossimilhanga sejam preferiveis. Em concordancia com a figura, o
teste de hipéteses via razao de verossimilhangas para Hy : ¢ = 0, rejeitou a hip6tese
nula com um nivel de significAncia muito préximo a zero, tabela 3.

Tabela 4 — Estimativas dos pardmetros e razdes entre as estimativa e erro padrado para
os trés modelos em estudo

Poisson Quasi-Poisson COM-Poisson

Pardmetro Estimativa Est/EP Estimativa Est/EP Estimativa Est/EP
a2, ¢ - - 0,24 - 1,58 12,42
Bo 2,19 34,57 2,19 70,42 10,90 7,76
B11 0,44 0,85 0,44 1,73 2,02 1,77
B12 0,29 0,57 0,29 1,16 1,34 1,21
B13 -1,24 -2,06 -1,24 -4,19 -5,75 -3,89
B1a 0,36 0,64 0,36 1,31 1,60 1,30
Bis 0,01 0,02 0,01 0,04 0,04 0,03
Bo1 -0,81 -1,38 -0,81 -2,81 -3,72 -2,78
B2 -0,49 -0,86 -0,49 -1,75 -2,26 -1,80
B23 0,67 0,99 0,67 2,01 3,13 2,08
Boa -1,31 -1,95 -1,31 -3,97 -5,89 -3,66
B2s -0,02 -0,04 -0,02 -0,07 -0,09 -0,08

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As estimativas dos efeitos lineares e quadraticos de desfolha artificial, conforme
notacdo do preditor 5, sdo apresentadas na tabela 4 para os modelos Poisson, Quasi-
Poisson e COM-Poisson. Para os modelos Poisson e Quasi-Poisson as estimativas sdo
idénticas, por construgdo 2.1, o que difere sdo as magnitudes dessas estimativas em
comparagdo com seu erro padrdo, que no caso Quasi-Poisson é corrigido pelo pardmetro
o2. Considerando o modelo COM-Poisson as estimativas sdo notavelmente diferentes,
pois o preditor linear é construido em A, da expressdo 2.8, e este parametro ndo descreve,
diretamente, a média da distribuicdao. Sendo assim as estimativas do COM-Poisson
ndo podem ser comparadas com as demais estimativas. Contudo, a magnitude desses
efeitos com relagdo ao efeito padrdo sim. E neste caso os modelos Quasi-Poisson e

COM-Poisson levam as mesmas conclusdes.

phi

|_\
\ betal

phi

beta0 1 1

0,67
betall 0,22 | 0,18 1

betal2 | 0,15 0,11 0,22
0,33

betal3 —0,49/-0,521 0,03

betal4 0,16 0,12 | 0,21 0,2 0,06 1

0000/ 0000 -
000000000 -
0000 000000

0
betals | 0 |-0,04 0,19 0,19 0,14 | 0,18 | 1
beta21 |—0,35 —-0,32 -0,17, 0,08 |-0,17/-0,12| 1

-0,33
beta22 —0,23| -0,2 —0,17 0,02 -0,16/-0,13| 0,16 | 1
beta23 | 0,26 = 0,29 -0,05 —0,07 -0,06/-0,11/-0,02 0,01 | 1

-0,67
beta24 |-0,46 -0,43 -0,21/-0,18| 0,14 -0,11) 0,23 | 0,17 |-0,06| 1
beta25 |-0,01/ 0,02 -0,13 -0,13/-0,09|-0,12 0,08 | 0,09 | 0,07 0,08 | 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 18 — Imagem da matriz de correlagdo entre os parametros do modelo COM-
Poisson.
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As covariancias entre as estimativas dos parametros do modelo COM-Poisson
sdo apresentadas, na escala da correlagdo, na figura 18. Destaca-se nessa figura a forte
correlagdo do parametro de precisdo ¢ com os B’s da regressdo. Embora seja uma
representacdo empirica, observada a esse particular conjunto de dados, nota-se a ndo
ortogonalidade na matriz de informacgdo observada, o que implica que inferéncias
sobre os B’s sdo condicionais a ¢. Esse comportamento dos modelos COM-Poisson é

recorrente, como serd visto nos demais conjuntos de dados.

Essa caracteristica de ndo ortogonalidade da matriz de informacédo observada
teve de ser levada em consideracdo para cdlculo dos valores preditos, uma vez que
a informacdao sobre a incerteza das estimativas contida na matriz de variancias e co-
variancias ndo pdde ser marginalizada para os B’s, que efetivamente sdo utilizados
para calculo de A; e consequentemente ;. Portanto, para célculo dos valores preditos
utiliza-se a matriz de varidncias e covariancias condicionada a ¢, conforme Ferreira
(2011, teorema 3.6, pag. 123). Essa é uma pratica tomada também para calculo dos

valores preditos nos demais conjunto de dados.

<<<<<<<<<<< Poisson —— COM-Poisson ------ Quasi—Poisson

00 04 08 00 04 08
I | _ L 1 [ I O | L 1 I_ 1L 1 1 [ I O | [ I I |
vegetativo botdo floral | florecimento maca capulho

00 04 08

Numero de capulhos produzidos

Niveis de desfolha artificial

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 19 — Curva dos valores preditos com intervalo de confianca de (95%) como
func¢do do nivel de desfolha e do estagio fenolégico da planta.

As médias com intervalos de confianca calculadas com os modelos COM-Poisson
e Quasi-Poisson sdo praticamente idénticas, conforme pode ser visto na figura 19. Con-
tudo, destaca-se que o modelo COM-Poisson é totalmente paramétrico permitindo
representar uma distribuicdo, calculando probabilidades, o que nao é possivel com a for-
mulacdo Quasi-Poisson. Ainda nota-se claramente que o modelo Poisson é inadequado

a esse conjunto de dados e que inferéncias a partir deste seriam incorretas.
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4.2 Analise de dados de capulhos de algodao sob efeito de Mosca-

Branca

Nesse conjunto de dados também hé indicios de subdispersdo para as trés
variaveis de interesse mensuradas no estudo, conforme apresentado na secdo 3.1.1.2.
Para cada contagem procedeu-se com o ajuste dos modelos Poisson, Quasi-Poisson e
COM-Poisson adotando os preditores:

Preditor 1: g(u) = Po
Preditor 2: g(u) = Bo + Bidexp
Preditor 3: g(1t) = Bo + Bidexp + Bodexp?

sendo dexp a varidvel dias de exposicdo a alta infestagdo de mosca-branca. Assim os
preditores 1, 2, 3 representam efeito nulo, linear e quadrético dos dias de exposicdo,

respectivamente.

Tabela 5 — Medidas de ajuste para avaliacdo e comparacdo entre preditores e modelos
ajustados

Poisson COM-Poisson Quasi-Poisson

np 4 AIC  P(> X?) 14 AIC  P(>X?) deviance P(> F)

Numero de capulhos produzidos

1 -10527 212,55 -92,05 188,09 20,80
2 -105,03 214,06 4,83E-01 -91,31 188,62 2,25E-01 20,31 2,23E-01
3 -10444 21488 2,78E-01 -89,47 186,95 5,52E-02 19,13 6,16E-02

Numero de estruturas reprodutivas

1 -104,74 211,49 -86,41 176,82 16,23
2 -104,27 212,54 3,32E-01 -84,59 175,18 5,66E-02 15,29 6,19E-02
3 -104,06 214,12 5,16E-01 -83,73 175,47 1,90E-01 14,87 2,07E-01

Ntimero de nés da planta

1 -143,79 289,59 -120,58 245,16 12,69
2 -143,48 290,95 4,25E-01 -119,03 244,06 7,87E-02 12,05 7,39E-02
3 -14295 291,89 3,04E-01 -116,27 240,54 1,88E-02 11,00 2,23E-02

np, nimero de pardmetros.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na tabela 5 sdo exibidas as medidas de ajuste dos modelos para as trés va-
ridveis resposta. Em todos os casos o modelo COM-Poisson apresentou maiores log-
verossimilhangas indicando um melhor ajuste, quando comparado ao Poisson, também
indicado pelos os valores de AIC que ponderam a log-verossimilhanca pelo ntimero
de parametros considerados no modelo. Para questdes inferenciais novamente, hd um
desacordo entre os modelos paramétricos. Pelos modelos Poisson nao ha evidéncias

para manuten¢do de nenhum efeito da varidvel ntimero de dias sob infestacdo, em todos
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0s casos, ao passo que no modelo COM-Poisson tem-se evidéncias do efeito quadratico
quando considerado o modelo para o niimero de nés da planta (nivel descritivo de 0,981)
e o nimero de capulhos produzidos (nivel descritivo de 0,945, na borda da regido de
significancia, mas com uma diminui¢do do AIC em favor do efeito quadratico). Quando
modelado o nimero de estruturas reprodutivas o modelo COM-Poisson também nao
indicou efeito quadrético, contudo o efeito linear de dexp pode ser discutido uma vez
que a significancia do TRV foi de 0,055 e o AIC apresentou um pequeno aumento
com rela¢do ao modelo nulo. Considera-se nas demais inferéncias os preditores com
efeitos linear, para o nimero de estruturas reprodutivas e quadrético, para o namero de

capulhos produzidos e nimero de nés da planta.

A especificacdo do modelo via Quasi-Verossimilhanga Poisson obteve niveis
descritivos mais conservadores para a rejei¢cdo da hipé6tese nula que o modelo COM-
Poisson. Contudo, para escolha de preditores as mesmas tendéncias apontadas pelo

COM-Poisson foram seguidas.

Capulhos produzidos Estruturas reprodutivas Nés da planta

iz (V A deviance)
= N w

¢

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 20 — Perfis de log-verossimilhanga para o parametro extra da COM-Poisson
nos modelos para nimero de capulhos produzidos (esquerda), nimero de
estruturas reprodutivas (central) e niimero de nés (direira).

Para avaliacdo do pardmetro ¢ da COM-Poisson nos trés modelos considerados,
intervalos de confianca construidos sob perfilhamento da verossimilhanca sdo exibidos
na figura 20. Para nenhum dos modelos o valor de ¢ = 0 esteve dentro dos limites
de confianga de 90, 95 e 99%. Os valores estimados dos parametros nos modelos para
namero de capulhos, nimero de estruturas reprodutivas e ntimero de nés da planta
foram de 1,263, 1,479, 1,726 respectivamente, indicando subdispersdo em todos os casos.

Na figura 21 sdo representadas as matrizes de covariancias (via correlagdes) entre
as estimativas dos modelos para ntiimero de capulhos, a esquerda, niimero de estruturas

reprodutivas, ao centro e ntimero de nés da plantas, a direita. A forte correlacdo entre
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o parametro de precisdo ¢ e By (principalmente) também foi observada no ajuste do
modelo para esses conjuntos de dados.

— % E E (=] - — % E E
£§ & 3 3 £ 3 g 8§ 2 & &
/9O - @} /O]
b ' ,33
eta0 0,97 1 ’ d beta0 @ 1 1 '
beta0 = 0,99 1 0
betal 1 betal 0,46 0,41 1 33
beta2 | 0,33 | 0,45 1 betal | =0,33 1 beta2 1 67

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 21 — Imagem da matriz de correlagdo entre os pardmetros do modelo COM-
Poisson. (Esquerda) Modelo para o ntimero de capulhos por parcela, (centro)
para o namero de estruturas reprodutivas e (direita) para o nimero de nds

por parcela.
‘‘‘‘‘‘‘‘ Poisson —— COM-Poisson ------ Quasi—Poisson
0 1 2 3 4 5
] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
Estruturas reprodutivas Capulhos produzidos Nés da planta

Contagens

Dias de exposicéo a alta infestacdo de Mosca—branca
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 22 — Curva dos valores preditos com intervalo de confianga de (95%) como fun-
¢do dos dias de exposicdo a alta infestagdo de Mosca-branca considerando
os modelos para o nimero de estruturas reprodutivas (esquerda), ntimero
de capulhos produzidos (centro) e niimero de nés (direita).

Finalmente a representagdo grafica na figura 22 mostra os valores preditos pelos
modelos Poisson, COM-Poisson e Quasi-Poisson com intervalos de confianga para
média com 95% de confianga. Assim como na andlise realizada na sec¢do 4.1, os valores
preditos com bandas de confianga obtidos dos modelos COM-Poisson e Quasi-Poisson,
sdo praticamente idénticos levando as mesmas interpretacdes.
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Com esse segundo exemplo de subdispersdo, em que trés contagens foram
realizados em um tnico experimento. A flexibilidade do modelo COM-Poisson no que
tange a caracteristica de subdispersdo ganha destaque, uma vez que seus resultados
(predicoes pontuais e intervalares e testes de hipdteses para comparacdo de modelos) se

equivalem a uma abordagem semi-paramétrica.

4.3 Andlise de producao de soja sob efeito de umidade e adubacao

potassica

Nesse experimento apresentado em 3.1.1.3, mais de uma varidvel de interesse em
forma de contagem é mensurada e pela descrigdo dos dados caracteristicas relacionadas
a dispersdo da contagem sdo distintas em ambas (equidispersdo e superdispersao). Dos
modelos apresentados no capitulo 2, o Poisson, COM-Poisson, Binomial-Negativo sdo
as alternativas paramétricas avaliadas e o Quasi-Poisson é tomado como a alternativa
semi-paramétrica. As varidveis de interesse nimeros de grdaos de soja e de vagens
vidveis foram contabilizados por unidade experimental (vaso com duas plantas) e estdo
sob o efeito, controlado, de duas covariaveis, niveis de adubacao potassica (0, 30, 60, 120,
180 mg dm_3) e niveis de umidade do solo (37.5, 50, 62.5 % do volume total dos poros),
que foram considerados na andlise como fatores com 5 e 3 niveis respectivamente. Ainda
tém-se, pela conducdo do experimento, o efeito relacionado a blocagem realizada, foram
cinco blocos utilizados para controle de variagdo local. Os preditores considerados sdo

Preditor 1: 171 = g (pijk) = Po+ T +7j + b
Preditor 1: 172 = g(pijk) = Po+ T + ¥j + 6 + ajg

em que T; é o efeito do i-ésimo bloco, i =1: bloco 11, 2: bloco III, 3: bloco IV e 4: V; Vj
o efeito do j-ésimo nivel de umidade aplicado, j =1: 50% e 2: 62,5%; & o efeito do
k-ésimo nivel de adubagdo potéssica, k = 1: 30, 2: 60, 3: 20 e 4: 180 mg dm3 e Xj
o efeito da interacdo entre o j-ésimo nivel de umidade do solo e o k-ésimo nivel de
adubacdo potéssica. Assim no modelo mais completo, com interac¢do, sdo 19 parametros

de locacédo a serem estimados.

Para ajuste dos modelos COM-Poisson nesse exemplo o tempo computacional
foi ligeiramente mais demorado (em torno de 10s para os quatro modelos considerando
as duas contagens e os dois preditores). Isso se deve ao fato das contagens serem altas
(variando entre 92 e 271 para o nimero de grados e 36 e 110 para o nimero de vagens)
e superdispersas (¢ < 0). Nesse cendrio os incrementos da constante normalizadora

Z(MAi, v =exp(¢)), expressdo 2.9, convergem para 0 mais lentamente.

Na figura 23 sdo exibidos os termos dessa constante para cada observagdo nos

modelos mais complexos (com interagdo) para o nimero de vagens e para o nimero
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 23 — Convergéncia das constantes de normalizagdo para cada individuo no mo-
delo para o niimero de vagens vidveis (esquerda) e para o nimero de graos
produzidos (direita)

de graos. O critério de convergéncia adotado foi de A//(j!)V < 1 x 10~3. No modelo
para ntimero de vagens o maior valor para a constante foi de 2,048 x 10°!, soma de
287 termos, calculados para a observacdo 10, que teve o maior valor estimado para o
parametro A, A =5,286. Nesse o modelo o parametro ¢ foi estimado em 0,129. Ja no
modelo para o ntimero de grdos foram necessarios 685 termos que somados resultaram
em 1,391 x 10%°, maior constante calculada. Isso também se deu na observacdo 10 que

para este modelo, com (f) =-0,518, teve um parametro A estimado em 3,287.

Medidas de qualidade de ajuste calculadas sob os modelos Poisson, COM-
Poisson, Binomial Negativo e Quasi-Poisson sdo apresentadas na tabela 6. Considerando
a variavel resposta ntimero de vagens vidveis, ndo ha indicios de afastamento da equi-
dispersdo indicados i) pelos parametros extras dos modelos alternativos ao Poisson, em
que estimativas ¢, 0 e 02 estdo proximas dos valores 0, oo e 1, que compreendem o caso
particular Poisson nos modelos COM-Poisson, Binomial Negativo e Quasi-Poisson res-
pectivamente, ii) pelas log-verossimilhancas dos modelos paramétricos que resultaram
em valores muito préximos, iii) pelos valores de AIC que foram menores nos modelos
Poisson, mostrando que ndo ha ganho expressivo quando estimados os parametros
extra dos modelos alternativos. Os p-valores associados ao TRV entre os modelos COM-
Poisson e Poisson com preditores 1 e 2 foram de 0,671, 0,446, evidenciando a nao fuga
de equidispersdo dos dados. Na figura 24 a esquerda sdo apresentados os intervalos de
confianga baseados no perfil de verossimilhanca para ¢, no modelo COM-Poisson com
efeito de interacdo, como esses intervalos contém o valor da hipé6tese nula 0, o modelo
COM-Poisson pode ser reduzido ao Poisson. Para avaliacdo dos preditores, novamente
tem-se um caso de valores na borda de significdncia. Nas andlises que a seguir o modelo
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mais completo com a interagdo entre adubacdo e umidade é considerado.

Tabela 6 — Medidas de ajuste para avaliacdo e comparacdo entre preditores e modelos
ajustados ao ntimero de vagens e ao ntimero de grdo por parcela

Ntmero de vagens Numero de graos
PO np 14 AIC P> X?) 14 AIC P> X?)
m 11 266,69 555,38 -343,16 708,33
2 19 259,62 557,23 7,79E-02 -321,67 681,34 8,83E-07
CP np ¢ AIC  P(> X?) ) 14 AIC P> X?) )
m 12 266,60 557,20 -6,75E-02 -326,61 677,21 -8,17E-01
7 20 259,33 558,65 6,85E-02 1,29E-01 -31564 671,29 5,06E-03 -5,18E-01
BN np 14 AIC P> X?) 0 4 AIC  P(> X?) 0
m 12 266,69 557,37 4,59E+03 -326,54 677,07 1,42E+02
72 20 -259,62 55923 7,82E-02 1,03E+06 -31539 670,77 4,39E-03 2,61E+02
QP np ‘ AIC P> X?) 02 ¢ AIC P> X?) 02
mo 11 7943 1,28E+00 167,71 2,71E+00
19 6528 1,87E-01 1,20E+00 124,72 3,00E-02  2,29E+00

np, numero de parametros, PO, Poisson, CP, COM-Poisson, BN, Binomial Negativo, QP, Quasi-
Poisson.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 24 — Perfis de log-verossimilhanca para o parametro de precisdo da COM-
Poisson nos modelos para ntimero de vagens vidveis por parcela (esquerda)
e nimero graos de soja por parcela (direira).

No fragmento direito da tabela 6 sdo apresentados os resultados para os modelos
que ajustam os efeitos para o ntiimero de graos por parcela. Neste caso hd evidéncias de
superdispersao, pois as estimativas dos parametros ¢ e o foram menor que zero e maior
que 1 respectivamente. Os valores de AIC se apresentam menores e as avaliagdes da log-

verossimilhanga no ponto maximo maiores para os modelos paramétricos alternativos
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ao Poisson. Ainda a evidéncia sobre o efeito de interacdo para essa varidvel resposta
€ maior. Na figura 24 a direita, a verossimilhancga perfilhada em ¢ é apresentada com
indicacdo dos intervalos de confianga e estes ndo contém o valor zero.

A visualizagdo das covariancias entre as estimativas dos parametros no modelo
COM-Poisson para o niimero de vagens por parcela é feita na figura 25 e para o namero
de grados por parcela na figura 26. Em ambos o0s casos a correlagdo entre os pardmetros
de locagdo (B’s) e dispersdo (¢) ganha destaque.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 25 — Imagem da matriz de correlagdo entre os parametros do modelo COM-
Poisson ajustados ao ntimero de vagens por parcela.

Na figura 27 sdo apresentadas as médias calculadas com intervalos de confianca
95% sob os modelos Poisson, COM-Poisson, Binomial-Negativo e Quasi-Poisson, consi-

derando efeito de interacdo entre os niveis de umidade do solo e adubagdo potéssica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 26 — Imagem da matriz de correlagdo entre os parametros do modelo COM-
Poisson ajustados ao nimero de grdos por parcela.

Tomou-se o efeito médio de bloco, uma vez que esse efeito aditivo ndo é de interesse
pratico.

Para a contagem do ntimero de vagens, observa-se os intervalos com compri-
mento muito parecidos, ligeiramente menores para o caso COM-Poisson e Binomial
Negativo. Para a contagem do ntimero de grdo por parcela, um caso superdisperso,
percebe-se que o modelo Poisson nos leva a uma falsa precisdo, uma vez que os in-
tervalos sdo menores ndo por se ajustar melhor aos dados, mas sim por subestimar a
variabilidade do processo. Para as formulag¢des alternativas, obteve-se intervalos de
confianga para média menores nos modelos paramétricos quando comparados com o

semi-paramétrico Quasi-Poisson, isso é razoavel, pois nos Quasi-Poisson somente a
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Figura 27 — Valores preditos com intervalos de confianga (95%) como fungdo do nivel
de adubacdo com potdssio e do percentual de umidade do solo para cada
varidvel de interesse mensurada (niimero de vagens e nimero de grdos por
parcela).

especificacdo de dois momentos é feita, enquanto que nos paramétricos especifica-se
a distribui¢do completa, ganhando informagdo (ver equagao 2.4). De forma geral os
intervalos sob os modelos COM-Poisson e Binomial Negativa sdo maiores, porém fiéis

a variabilidade inerente ao processo.

4.4  Analise de ninfas de mosca-branca em lavoura de soja

Neste experimento também hé fortes indicios de superdispersao, conforme visto
na sec¢do 3.1.1.4. Assim os modelos Poisson, COM-Poisson, Binomial Negativo e Quasi-
Poisson serdo aplicados. A varidvel em estudo é a contagem da quantidade de ninfas de
Mosca-branca nos foliolos de plantas de soja, ao longo dos dias nas diferentes cultivares.
Como o experimento foi conduzido sob delineamento de blocos casualizados, os efeitos
de bloco sdo considerados no modelo. As covariaveis serao tratadas como fator, assim
como na aplica¢do anterior, com seis niveis para o nimero de dias decorridos a partir
da primeira avalia¢do e quatro niveis para o fator cultivar de soja. Os preditores em

comparagao sao:

Preditor 1: 771 = g(pijk) = Bo + T +7j +



4.4. Andlise de ninfas de mosca-branca em lavoura de soja 61

Preditor 1: 772 = (i) = Po+ T +7j + 0 + ik

em que T; € o efeito do i-ésimo bloco, i =1: bloco II, 2: bloco 1III, 3: bloco IV e 4: V; Yj O
efeito da j-ésima cultivar , j =1: BRS 243 RR, 2: BRS 245 RR e 3: BRS 246 RR; &k o efeito
do k-ésimo nivel do nimero de dias ap6s o inicio do experimento, k = 8,13,22,31 e
38 dias e ajy 0 efeito da interacdo entre a j-ésima cultivar e o k-ésimo nivel do ntimero
de dias ap6s o inicio do experimento. A avaliacdo do efeito de interagdo é de interesse
pratico, pois informa se hd um padrao distinto na quantidade de ninfas ao longo do
tempo entre as cultivares. No modelo com interagdo, 27 parametros de locagdo a devem

ser estimados.

Numero de vagens phi

M
()Y

1500000
] ] ]
iz (v A deviance)

0 500000

T T T T T I | T T
0 200 400 600 800 -4,0 -3,5 -3,0 -2,5

j ¢

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 28 — Convergéncia das constantes de normalizac¢do para cada individuo (direita)
e perfil de log-verossimilhanga para o parametro extra da COM-Poisson
(esquerda) no modelo para o namero de ninfas de Mosca-branca.

Assim como na aplicacdo superdispersa apresentada na segdo 4.3, nesse exemplo
tem-se um cendrio com contagens altas (variando entre 92 e 271) e ainda superdis-
persas (parametros ¢ estimados préximos a -3). Isso torna a convergéncia da fungdo
Z(Aj,v = exp(¢)) demorada e o valor dessa constante, que normaliza a densidade, é
altissimo para a maioria das observagdes. Considerando o modelo com interagdo, pode-
se visualizar os termos, que somados compdem a constante Z, para cada observacao, a
direira da figura 28. Para a observacédo 45 tem-se o maior valor calculado da constante Z,
3,785 x 108. Para obtencio deste valor 886 termos foram necessarios, conforme exibido

no eixo x do gréfico.

Em problemas com contagens altas e comportamento muito superdisperso a
obtencdo da constante Z pode se tornar proibitiva computacionalmente, devido a
overflow (valores que ultrapassam o limite de capacidade de cédlculo da méquina) e

consequentemente o modelo COM-Poisson ndo se ajusta.
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Nesse exemplo, os modelos COM-Poisson convergiram e seus resultados sdo
exibidos na tabela 7 em conjunto com os resultados do ajuste dos modelos Poisson,
Binomial Negativo e Quasi-Poisson. Todas as estimativas dos parametros extras nos
modelos concorrentes ao Poisson, ¢, § e o2 indicam expressivamente a superdispersao
os dados. Em beneficio dos modelos alternativos ao Poisson tem-se todas as medidas
apresentadas indicando uma substancial melhora de ajuste quando flexibilizado o
modelo. Destaque para a magnitude dessas evidéncias, em que, por exemplo, o AIC

obtido dos modelos alternativos é em torno de 0,47 vezes o obtido do Poisson.

Tabela 7 — Medidas de ajuste para avaliacdo e comparacdo entre preditores e modelos

ajustados
Poisson np ¢ AIC  2(diff /) diffnp P(> X?)
Preditor 1 12 -922,98  1869,96
Preditor 2 27 -87923 181246 87,50 15 2,90E-12
COM-Poisson  np 14 AIC  2(diff ¢) diffnp P(> X?) )
Preditor 1 13 -410,44 846,89 -3,08
Preditor 2 28 407,15 870,30 6,59 15 9,68E-01 -2,95
Binomial Neg. np l AIC  2(diff /) diffnp P(> X?) 0
Preditor 1 13 -406,16 838,31 3,44
Preditor 2 28 400,55 857,10 11,21 15 7,38E-01 3,99
Quase-Poisson np deviance  AIC F diff np P(>F) 02
Preditor 1 12 1371,32 17,03
Preditor 2 27 1283,82 0,31 15 9,93E-01 19,03

np, ndmero de parametros, diff /, diferenca entre log-verossimilhangas, F, estatistica F baseada nas
quasi-deviances, diff np, diferenca entre o np.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Para tomada de decisdo, observa-se que o modelo Poisson é claramente inade-
quado. Para avalia¢do dos preditores, na tabela 7, o modelo Poisson indica (com uma
significancia inferior a 1 x 1071%) que h4 efeito de interagéo entre os dias decorridos da
primeira avaliacdo e as cultivares ao passo que, nos modelos alternativos, esse efeito é
marcadamente nao significativo. Essa discordancia se deve, conforme ja discutido, ao
tato de o modelo Poisson subestimar a variabilidade por sua restrigdo de equidisper-
sdo. Assim, com varidncias menores, qualquer efeito acrescido ao modelo passara por

significativo.

Enfatizando a superdispersdo indicada pelo modelo COM-Poisson e conside-
rando o preditor de efeitos aditivos, tem-se o perfil de verossimilhanca para o pardmetro
¢ apresentado na figura 28. Pode-se observar que os limites inferiores dos intervalos
de confianca de 90, 95 e 99% estdo muito distantes do valor 0, sob o qual os modelos

Poisson e COM-Poisson sdo equivalentes. Outra caracteristica desse grafico é a leve
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assimetria a esquerda, indicando que havera imperfei¢des para inferéncias baseadas na

aproximagado quadratica da verossimilhanca.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 29 — Imagem da matriz de correlagdo entre os parametros do modelo COM-
Poisson.

As covariancias entre os efeitos estimados pelo modelo COM-Poisson também
sdo apresentadas, conforme descri¢do do preditor 1 na figura 29, sob a escala de correla-
cdo. Similarmente as andlises anteriores observa-se a alta correlacdo entre ¢ e os demais
parametros de regressdo. A soma dos valores absolutos das correlagdes observadas
entre 43 e as demais estimativas é de 7,059 e a média 0,543.

As médias com intervalos de confianga calculadas para cada combinagado dos
niveis de dias apds a primeira avaliacdo e cultivar de soja considerando os modelos

Poisson, COM-Poisson, Binomial-Negativo e Quasi-Poisson, sdo apresentadas na figura
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 30 — Valores preditos com intervalos de confianga (95%) em funcédo das cultivares
de soja e da data de avaliacdo da planta.

30. Para o efeito de bloco foi considerado o efeito médio, para uma correta comparagéo.
Pode-se observar que o intervalo de confianga descrito pelo modelo Poisson é quase
imperceptivel quando comparados aos demais, mostrando novamente que seu uso
é inadequado a esses dados. J& para as outras alternativas ndo tivemos um compor-
tamento padrdo em todas as cultivares. Os intervalos pelo modelos Quasi-Poisson e
COM-Poisson foram muito similares em todos os casos e os intervalos pelo modelo
Binomial Negativo mais amplos. Um fato interessante é que ndo necessariamente as
estimativas pontuais da média desses modelos alternativos serdo iguais, isso ocorre,
por construc¢do, somente para nos modelos Poisson e Quasi-Poisson, esse exemplo
ilustra na prética a constatagao desse fato. Para o modelo Binomial Negativo tivemos
médias visivelmente superiores que os demais para a cultivar BRS 239. Para o modelo

COM-Poisson as estimativas pontuais sdo visivelmente iguais as do modelo Poisson.

4.5 Analise de captura de peixes em um parque estadual

Nesse exemplo ilustra-se a andlise de um estudo observacional em que apa-
rentemente hd uma quantidade excessiva de contagens nulas (veja a se¢do 3.1.1.5). O
estudo tem por objetivo a modelagem do ntimero de peixes capturados por grupos de
visitantes em um Parque Estadual. As covaridveis mensuradas foram (np), o ntimero
de pessoas no grupo, (nc), o nimero de criangas e (ca) varidvel bindria que indica a

presenga ou ndo de um campista no grupo.

Como ja antecipado pela visualiza¢do e apresentacdo dos dados, modelos es-
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truturados de forma convencional, que pressupde apenas um processo estocdstico na
geragdo de dados, ndo se ajustaram adequadamente. A seguir a alternativa de inclusdo
de um efeito de barreira para acomodar a quantidade excessiva de valores zero é apre-
sentada. Os modelos Poisson, Binomial Negativo e COM-Poisson sob esta estruturagdo

sdo ajustados e comparados.

O namero de peixes capturados é modelado em duas partes, as contagens
nulas e as ndo nulas, conforme descrito na seg¢do 2.4. Abaixo define-se os preditores

considerados para as duas partes

. g(u) = Bo + Pica + Ponp
Preditor 1:
logit(71) = yo + y1ca + yanp + ysnc
. g(#) = Bo + Pica + Bonp + Banc + P4(np - nc)
Preditor 2:
logit(7t) = 0 + y1€a + yanp + y3nc + y4(np - nc)

sendo g(p) e logit(7r) as funcdes de ligagdo que relacionam os preditores lineares com
as médias dos modelos para contagens ndo nulas e contagens zero respectivamente. Os
preditores lineares foram propostos de forma aninhada. No primeiro considera-se os
efeitos aditivos de todas as covaridveis mensuradas para a parte das contagens nulas
e efeitos aditivos do ntimero de pessoas e de criangas para a parte das contagens nao
nulas. No segundo tem-se os efeitos aditivos de todas as covaridveis acrescido do efeito

de interagdo entre o niimero de pessoas e de criancas para ambas as partes do modelo.

Tabela 8 — Medidas de ajuste para avaliacdo e comparacdo de preditores e modelos com
componente de barreira ajustados

Poisson np ¢ AIC  2(diff ¢) diffnp P(> X?)
Preditor 1 7 -857,48 1728,96

Preditor 2 10 -744,58 1509,17 225,79 3 1,12E-48
Binomial Negativo np l AIC  2(diff /) diffnp P(> X?) 0
Preditor 1 8 -399,79 815,58 0,20
Preditor 2 11 -393,72 809,44 12,14 3 6,91E-03 0,37
COM-Poisson np 4 AIC  2(diff ¢) diffnp P(>X?) ¢
Preditor 1 8 -409,85 835,71 -8,77
Preditor 2 11 -402,30 82659 15,12 3 1,72E-03 -3,77

np, ndmero de parametros, diff ¢, diferenca entre log-verossimilhangas, F, estatistica F baseada nas
quasi-deviances, diff np, diferenca entre o np.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na tabela 8 as medidas de ajuste dos modelos Poisson, Binomial Negativo e
COM-Poisson sdo apresentadas para comparacdo dos resultados. Observa-se pelas log-
verossimilhancas maximizadas que o modelo Poisson ndo se ajustou adequadamente
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quando comparado aos demais. Isso se deve ao fato discutido na se¢do 2.4, que mesmo
modelando os zeros pode-se ter diferentes niveis de dispersao para as contagens nulas.
Nesse exemplo as contagens ndo nulas sdo superdispersas, conforme visto pelas estima-
tivas dos parametros extras do modelo Binomial Negativo e COM-Poisson. Indicado
pelos niveis descritivos dos TRV’s aplicados nos modelos encaixados héa evidéncias
de que o modelo com efeitos de interacdo é distinto do modelo com efeitos aditivos

definidos no preditor 1.

As estimativas dos parametros para cada especificacdo de modelos sdo exibidas
na tabela 9. Observe, primeiramente, que as estimativas dos parametros ;,i = 0,1,2,3,4
sdo idénticas, independentemente do modelo adotado. Esse resultado é esperado,
pois na construcdo dos modelos com componente de barreira, a modelagem da parte
que contempla os valores zero é realizada via distribui¢do Bernoulli com parametro
7 = logit(Z7). As diferencas entre os modelos ocorre na distribuigdo considerada para

a parte das contagens nao nulas.

Tabela 9 — Estimativas dos parametros e razdes entre as estimativa e erro padrao para
os trés modelos em estudo

Poisson Binomial Negativo COM-Poisson

Pardmetro Estimativa Est/EP Estimativa Est/EP Estimativa Est/EP

¢, 0 0,37 -2,08 -3,77 -9,52
Bo -1,01 -5,44 -1,75 -2,90 -0,62 -29,74
B1 0,74 7,88 0,41 1,23 0,10 29,20
B2 0,89 18,55 1,05 6,41 0,14 21,86
B3 0,49 1,11 -0,06 -0,05 -0,33 -17,53
Ba -0,45 -3,69 -0,32 -0,90 0,04 33,41
Y0 -2,58 -5,08 -2,58 -5,08 -2,59 -5,09
71 0,98 3,00 0,98 3,00 1,00 3,04
72 1,25 5,60 1,25 5,60 1,26 5,61
73 -0,93 -1,05 -0,93 -1,05 -0,93 -1,06
Ya -0,41 -1,41 -0,41 -1,41 -0,41 -1,41

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nos efeitos estimados para a parte da modelagem dos valores ndo nulos tém-se
algumas diferengas consideraveis. Destaca-se que o valor das estimativas dos mode-
los Poisson e Binomial Negativo sdo comparaveis entre si, pois modelam a média da
distribui¢do, mas ndo compardveis com as estimativas do modelo COM-Poisson, pois
este modela um parametro que ndo representa, diretamente, a média. Contudo, inde-
pendente da distribuigdo o sinal dos efeitos deve ser o mesmo. Isso ndo ocorre nas
estimativas dos parametros B3, positiva no modelo Poisson e negativa nos demais e B4,
positiva no modelo COM-Poisson e negativa nos demais. Porém, esses efeitos ndo tem

impacto significativo para definicdo dos pardmetros das distribui¢des, conforme visto
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na figura 31 que exibe as médias calculadas com base nas trés formulag¢des. A seguir
uma discussdo sobre os valores apresentados para os erros padrdo dessas estimativas é
feita.

Calculando a magnitude desses efeitos quando escalonados pelo seu erro pa-
drdo, obtido pelo negativo do inverso da matriz hessiana, hd diferengas substanciais. O
modelo COM-Poisson indica erros padrdes das estimativas muito menores que os apre-
sentados no modelo Binomial Negativo. Sob investiga¢cdes do problema, encontrou-se
que este resultado se deve por inconsisténcias no procedimento numérico para determi-
nacgdo da matriz hessiana por diferencas finitas no modelo COM-Poisson. Portanto, os

erros padrdo sob o modelo COM-Poisson apresentados estdo incorretos.

— Hurdle Poisson
______ Hurdle COM-Poisson
----------- Hurdle Binomial Negativo
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| | | | | | | | | | | |
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 31 — Valores preditos do ntimero de peixes capturados considerando o ntimero
de criancas e pessoas no grupo e a presenca de um campista.

Embora tenha-se constatado problemas nos algoritmos numéricos para determi-
nar a curvatura da log-verossimilhanca, as estimativas pontuais sdo coerentes com os
demais modelos, conforme visto na figura 31 onde sdo apresentadas as médias calcula-
das com base nos trés modelos estudados. Observa-se em todos os modelos a mesma
tendéncia.

Com esse exemplo ilustra-se a extensdo do modelo COM-Poisson para acomodar
excesso de zeros e ressalta-se que as contagens ndo nulas analisadas sao superdisper-
sas. Para esses casos a distribuicdo Binomial Negativa se apresenta como principal

alternativa. Porém, em casos que as contagens ndo nulas se mostram subdispersas
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ndo ha opgdes prontamente disponiveis para andlise e o modelo COM-Poisson com

componente de barreira, conforme apresentado, se torna uma abordagem atrativa.

4.6 Analise de dados de reproducao de nematoides em cultivares

de feijoeiro

Nessa tltima aplicagdo apresentada no trabalho a extensdo dos modelos de
contagem para inclusdo de efeitos aleatdrios ¢ ilustrada. Os modelos em competicdo
sdo o Poisson e 0 COM-Poisson com efeitos aleatérios. O conjunto de dados se refere ao
namero de nematoides em cultivares medidas em solug¢des sol compostas da massa
fresca de raizes diluidas em dgua, mensuradas em gramas- ml~! conforme apresentado

na secdo 3.1.1.6. Considera-se para os modelos em competicdo, os seguintes preditores:

Preditor 2: g(u) = Bo + b;
Preditor 2: ¢(u) = Bo + B1log(sol); + b;

emquei=1,2,---,94 (nimero de observagdes) e j varia nos niveis da cultivar de feijao
(j=A,B,C, -, Srepresentando o efeito aleatdrio, realizagdo de uma varidvel aleatdria
Normal de média 0 e variancia ¢2. Assim, nos modelos propostos tém-se a variabilidade
entre as cultivares explicada por uma distribuicdo Normal e a variabilidade dentro das
cultivares explicada pela relagdo média variancia descrita pelo modelo considerado,

Poisson ou COM-Poisson.

O ajuste dos modelos com a inclusédo de efeitos aleatérios requer a solugao de
uma integral que, em geral, é resolvida numericamente. Isso torna o procedimento de
ajuste computacionalmente intensivo e bastante suscetivel a problemas numéricos. Para
o ajuste dos modelos COM-Poisson de efeitos mistos algumas itera¢des do algoritmo de
estimagdo propuseram valores para os pardmetros que resultaram em somas Z(A;, ¢)
que ndo puderam ser representados pela maquina, overflow. Porém, o algoritmo dispde
de procedimentos que evitam sua interrupcdo, propondo novos valores mesmo quando
a fungdo objetivo ndo puder ser calculada, alcangando o méximo da log-verossimilhanca.
Para o modelo Poisson de efeito aleatério utilizou-se das programacdes em R providas
pelo pacote 1me4 (BATES et al., 2015), que trabalham com matrizes esparsas para os
efeitos aleatorios e otimizagdo em linguagem de baixo nivel, minimizando os problemas

numéricos.

Os resultados do ajuste para avaliagdo e comparagdo dos modelos sdo apresenta-
dos na tabela 10. Os valores na tabela indicam que os modelos Poisson e COM-Poisson
se ajustaram de forma equivalente, os valores da log-verossimilhanca foram muito pré-
ximos. Essa equivaléncia também é apontada pelos AIC’s, que foram maiores para nos

modelos COM-Poisson e pelos niveis descritivos dos TRV’s realizados sob a hip6tese
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Hp : ¢ = 0, indicando que a ado¢do de um modelo com um parametro adicional ndo
é justificado pelo pequeno acréscimo na log-verossimilhanca. Com relagdo ao efeito
do logaritmo da solugdo de massa fresca de raiz, ha evidéncias apontando um efeito

significativo para explicacdo do ntimero de nematoides.

Tabela 10 — Medidas de ajuste para avaliagdo e comparacdo entre preditores e modelos

ajustados
Poisson np ¢ AIC  2(diff ) diffnp P(> X?)
Preditor 1 2 -237,20 478,40
Preditor 2 3 234,66 47532 5,07 1 243E-02
COM-Poisson np ¢ AIC  2(diff /) diffnp P(>X%) ¢ P> X?)
Preditor 1 3 -236,85 479,71 0,15 4,06E-01
Preditor 2 4 -23386 47572 599 1 1,44E-02 0,23 2,05E-01

np, nimero de parametros, diff ¢, diferenca entre log-verossimilhangas, diff np, diferenca entre o np.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 32 — Perfis de verossimilhanca dos parametros estimados no modelo COM-
Poisson Misto.

Permanecendo com o segundo preditor, com o efeito do logaritmo da solugdo, as
estimativas dos parametros do modelo sdo apresentadas na tabela 11 em conjunto com
seu erro padrao, calculado sob aproximacdo quadratica da verossimilhanga, ou seja via
inversdo da matriz hessiana. Novamente, os resultados entre os modelos sdo similares.
Lembre-se que, desta tabela o tinico resultado compardavel diretamente é a razdo entre
estimativa e erro padrdo do pardmetro ;. O parametro ¢ é a variancia da distribuicdo
dos efeitos aleatorios, que no modelo Poisson sdo somados aos efeitos fixos para com-
posicdo de u e na COM-Poisson para composigdo de A. Outro resultado interessante
dessa tabela é a estimativa do parametro ¢ da COM-Poisson, que positiva indica uma
subdispersdo moderada nesse conjunto de dados. Uma vantagem do modelo misto
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COM-Poisson é que pode-se distinguir a variabilidade da contagem com a variabilidade
do efeito do grupo no experimento. Nesse exemplo tem-se uma variabilidade do efeito
aleatério maior, o estimado no caso COM-Poisson maior que no caso Poisson, porém
essa variabilidade extra capturada pelo efeito aleatério é compensada pela subdispersdo

capturada pelo parametro ¢.

Tabela 11 — Estimativas dos parametros e razdes entre as estimativa e erro padrado para
os trés modelos em estudo

Poisson COM-Poisson
Pardmetro Estimativa E.Padrdo Est/EP Estimativa E.Padrao Est/EP
o 0,75 0,93
Bo 1,62 0,19 8,50 2,08 0,45 4,59
B1 1,27 0,56 2,29 1,58 0,68 2,33
¢ 0,23 0,18 1,33

Como resultados complementares a tabela 11, tem-se os perfis de verossimi-
lhanga com intervalos de confiangas de niveis 90, 95 e 99% apresentados na figura 32.
Observa-se um comportamento razoavelmente simétrico para todos os parametros,
apenas com uma assimetria levemente destacada para o parametro By. Isso traz mais
seguranga na interpretagdo dos resultados baseados na aproximacgdo quadréatica da
verossimilhanga, que sdo de fécil obtencao pois s6 envolvem inversdo de matrizes. No
perfil de verossimilhanga para o parametro ¢, hd mais uma evidéncia da equivaléncia

entre os modelos Poisson e COM-Poisson, pois os intervalos contém o valor 0.

Conforme ja observado anteriormente, no modelo COM-Poisson misto os pa-
rametros ¢, da distribuicdo considerada para a varidvel de contagem condicional aos
efeitos aleatorios e as covaridveis e o, da distribuicdo considerada para os efeitos ale-
atorios sdo conjuntamente responsaveis pela explicacdo da variabilidade do processo
em estudo. Na figura 33 apresentados as covariancias entre os parametros do modelo,
na escala de correlacdo, a fim de verificar, principalmente, a correlagdo entre ¢ e ¢.
Observa-se que, conforme esperado, estes parémetros apresentam uma forte correlagéo
e ainda que esta é positiva, pois as contagens sdo superdispersas, ainda que ndo de
forma acentuada. Nota-se também que a caracteristica de ndo ortogonalidade entre os

parametros de locagdo e ¢ se mantém com a inclusao de efeitos aleatorios.

Na figura 34 sdo apresentados as predi¢des do efeito aleatério em cada modelo,
a direita e as contagem preditas para cada cultivar e para o comportamento médio,
a esquerda. A distribuicdo empirica dos efeitos aleatérios, gréfico a direita, estd de
acordo com os parametros estimados para ¢, vistos na tabela 11. Tém-se a ordenagado
dos efeitos aleatérios idéntica em ambos 0os modelos, porém valores mais dispersos no
caso COM-Poisson. Devido ao parametro adicional ¢ do modelo COM-Poisson, que
indica subdispersdo, tem-se os valores preditos por esse modelo muito similares aos
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 33 — Imagem da matriz de correlagdo entre os pardmetros do modelo COM-

Poisson.

preditos pelo modelo Poisson, conforme observa-se no gréfico a direita da figura 34. A

soma das diferencas ao quadrado, entre valores preditos pelos dois modelos foi de 1,17,

0 que mostra que ambos os modelos levam ao mesmo resultado.
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Nessa aplicacdo ilustra-se a extensdao do modelo COM-Poisson para inclusdo de
efeitos aleatdrios. Nesse caso a andlise se deu a um experimento em que as contagens,
condicionadas aos efeitos aleatérios, se apresentaram de forma equidispersa, indicada
pelo modelo COM-Poisson, e os resultados entre os modelos COM-Poisson e Poisson

foram equivalentes.

4.7 Discussoes

Nos quatro primeiros conjuntos de dados, em que modelou-se as contagens
via modelos de regressdo de efeitos fixos, observou-se resultados dos modelos COM-
Poisson equivalentes a abordagem semi-paramétrica via quasi-verossimilhanca, quanto
a significancia dos efeitos e predi¢do com bandas de confianca. Porém ressalta-se que na
abordagem por quasi-verossimilhanga, com a especificacdo de apenas dois momentos,
i) ndo se pode representar a distribui¢do de probabilidades da varidvel em estudo, ii)
a informacdo a respeito da média é igual ou inferior a uma abordagem totalmente
paramétrica e iii) extensdes como a modelagem de excesso de zeros e modelagem do
parametro de dispersdo ndo sao imediatas. Nos casos de superdispersdo explorou-se
também os resultados dos modelos baseados na distribui¢do Binomial Negativa e nessa
abordagem tem-se o inconveniente de somente a caracteristica de superdispersao ser
contemplada. Nos estudos de caso os modelos Binomial Negativo proporcionaram
resultados, com relacdo a significAncia dos efeitos, equivalentes ao COM-Poisson e
Quasi-Poisson. Porém, em um dos estudos de caso com acentuada superdispersao,
os valores preditos pontuais e intervalares nessa abordagem diferiram dos modelos
COM-Poisson e Quasi-Poisson, isso devido a forma da relagdo média e varidncia dessa

distribuigao, figura 4.

Nas extensdes propostas para o modelo COM-Poisson obteve-se resultados
satisfatorios. No caso da inclusdo de um componente de barreira para modelagem de
excesso de zeros, os resultados dos testes de razdo de verossimilhancgas para testar
a significancia dos efeitos foram equivalentes ao modelo Hurdle Binomial Negativo
assim como as estimativas pontuais dos valores preditos. Ainda nessa aplicagdo, ndo
foi possivel a obtencdo dos erros padrdo das estimativas dos efeitos, baseados na
matriz hessiana, devido a problemas numéricos na determinagdo dessa matriz. Para
o caso estendido do modelo COM-Poisson em que acomoda-se efeitos aleatdrios, os
procedimentos computacionalmente intensivos que sdo empregados no algoritmo de
estimacdo ganham destaque. A aplicagdo se deu a um experimento que apresentou
contagens com um grau ndo significativo de subdispersao. Nessa aplicagdo os modelos
em competicdo foram o Poisson e o COM-Poisson de efeitos mistos e todos os resultados
em questdes inferenciais foram equivalentes em ambos os modelos, com poder de teste

maior para o modelo COM-Poisson.
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Nas aplica¢des, em geral, pode-se notar caracteristicas que permearam a todos os
modelos baseados na distribui¢do COM-Poisson. A primeira delas, e talvez a mais dificil
de se contornar, é a determinagdo da constante de normalizagédo, pois essa depende do
parametro que estd associado a um preditor linear assim deve-se calcular n constantes a
cada iteracdo do algoritmo de estimacdo. Em casos de contagens altas e superdisper-
sdo o célculo dessa constante é extremamente demorado. Outra caracteristica que se
manisfestou em todas as aplica¢des foi a ndo ortogonalidade entre os parametros de
regressdo e o parametro adicional ¢, observada pelas correla¢des calculadas a partir da
matriz hessiana. O que torna as inferéncias dependentes. Em pesquisas nao relatadas
nesse trabalho verificou-se que a reparametrizacdo do parametro A, adotando a aproxi-
magcao para média contorna essa caracteristica com o prego de se ter uma distribui¢do
aproximada. Nas aplicagdes explorou-se também os perfis de verossimilhanga para o
parametro ¢ da COM-Poisson e o comportamento aproximadamente simétrico em todos
casos induz que aproximagdes quadraticas da verossimilhanca podem ter desempenhos
satisfatorios.
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5 Consideracoes Finais

Os objetivos nesse trabalho foram a exploragédo, extensao e aplicagdo da distri-
buicdo COM-Poisson na andlise de dados de contagem cujo foram atendidos com a
apresentacdo de seis aplicacdes dos modelos COM-Poisson a conjuntos de dados reais
que exibem equidispersdo, subdispersdo, superdispersao, contagens altas, excesso de
zeros e efeito aleatério, mostrando a flexibilidade do modelo COM-Poisson.

Das analises realizadas destaca-se a caracteristica restritiva do modelo Poisson,
que na maioria dos casos ndo se ajustou adequadamente devido a suposi¢do de equi-
dispersdo. Para os modelos de regressdo de efeitos fixos, os resultados obtidos com as
abordagens via modelo COM-Poisson, Quasi-Poisson e Binomial Negativo (para os
casos de superdispersdo) foram bastante similares quanto a significancia dos efeitos e
predicdo com bandas de confianca. Resultados satisfatérios também foram obtidos para
nos modelos COM-Poisson para modelagem de excesso de zeros e inclusdo de efeitos
aleatorios. Nessas extensdes, ha dificuldade computacional de ajuste dos modelos, prin-
cipalmente devido ao calculo das constantes de normalizagdo, que mesmo nos modelos

de efeitos fixos ainda sao problematicas.

Em todas as aplicagdes observou-se a ndo ortonalidade empirica na matriz hessi-
ana, o que se mostra como caracteristica da distribui¢do. Outra caracteristica observada
na andlise de dados é a simetria nos perfis de verossimilhanca para o parametro ¢, indi-

cando que aproximagdes quadraticas da verossimilhan¢a podem ter bons desempenhos.

De forma geral, sugere-se a aplicacdo dos modelos COM-Poisson na anélise de
dados de contagem, pois devido a sua flexibilidade, seus resultados se equivalem a
abordagem semi-paramétrica via quasi-verossimilhanga, porém com todos os beneficios

da inferéncia totalmente paramétrica.

Dado o escopo do trabalho foram vérios os tépicos levantados para pesquisas
futuras. Estudo de reparametriza¢des que tornem os parametros A e v ortogonais no
modelo COM-Poisson podem ser de grande valia, pois tornaram as inferéncias entre
eles independentes, além de possivelmente permitir a fatoragdo da verossimilhanca
com estimacgdo concentrada. Para acelerar o algoritmo de estimagdo aproximagdes da
constante normaliza¢do podem resultar em ajustes satisfatorios. Estudos de simulagdo
para verificar a robustez do modelo a mé especificacdo da distribuicdo da variavel
resposta. Implementacdo da modelagem de excesso de zeros via mistura de distribui¢des.
Inclusdo de efeitos aleatérios dependentes no modelo misto COM-Poisson. Sao algumas
das muitas possibilidades para pesquisa envolvendo dados de contagem subdispersos

ou superdispersos modelados com a distribui¢do COM-Poisson.
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APENDICE A - Programas R

Todos os resultados apresentados sdo realizados com o software R, cujo coédigos
para ajuste dos modelos COM-Poisson de efeito fixo, aleatério e com componente
de barreira foram disponibilizados em formato de pacote no endereco <github.com/
jreduardo/tccPackage>. Nesse apéndice sdo apresentados os codigos, que utilizam as
fungdes do pacote, para produzir os resultados da se¢do 4.2 (modelos de regressdo de
efeitos fixos). Todavia, os cédigos que produzem os demais resultados apresentados no

trabalho podem ser visualizados no complemento online

## Instalando o pacote tccPackage, elaborado no trabalho
library(devtools)
install_git("git@github.com:JrEduardo/tccPackage.git")

## Analise de dados apresentados na secdo ... (v.a. numero de nos)

## Carrega o pacote no workspace

library(tccPackage)

## Dados
data(cottonBolls?2)
help(cottonBolls2)

## Preditores considerados

f1 <= nnos ~ 1

f2 <= nnos ~ dexp

f3 <= nnos ~ dexp + I(dexp”2)

## Ajustando os modelos Poisson
mi1P.nnos <- glm(f1, data
m2P.nnos <- glm(f2, data
m3P.nnos <- glm(f3, data

cottonBolls2, family = poisson)

cottonBolls2, family = poisson)

cottonBolls2, family = poisson)

## Ajustando os modelos Quasi-Poisson

m1Q.nnos <- glm(f1, data = cottonBolls2, family = quasipoisson)


github.com/jreduardo/tccPackage
github.com/jreduardo/tccPackage
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m2Q.nnos <- glm(f2, data
m3Q.nnos <- glm(f3, data

cottonBolls2, family = quasipoisson)

cottonBolls2, family = quasipoisson)

## Ajustando os modelos COM-Poisson

m1C.nnos <- cmp(f1, data = cottonBolls2, sumto = 30)
m2C.nnos <- cmp(f2, data = cottonBolls2, sumto = 30)
m3C.nnos <- cmp(f3, data = cottonBolls2, sumto = 30)
e

## TRV's entre modelos encaixados

anova(m1P.nnos, m2P.nnos, m3P.nnos, test = "Chisq")

anova(m1Q.nnos, m2Q.nnos, m3Q.nnos, test = "F")

anova(m1C.nnos, m2C.nnos, m3C.nnos)

## Estimativas e testes de Wald
summary (m3P.nnos)
summary (m3Q.nnos)

summary (m3C.nnos)

## Testando HO: phi = @

cmptest(m1C.nnos, m2C.nnos, m3C.nnos)

## Matrix de variancia e covariéncia da COM-Poisson
V <= vcov(m3C.nnos); V
cov2cor(V)

## Perfis de versossimilhanca
prof <- profile(m3C.nnos)
plot(prof); confint(prof)

## Valores preditos

da <- data.frame(dexp = 0:5)

predict(m3C.nnos, da)

predict(m3C.nnos, da, interval = "confidence")
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predict(m3C.nnos, da, interval

predict(m3C.nnos, da, interval

level = 0.9)

## Analise de residuos
fitted <- predict(m3C.nnos,
rcru <- residuals(m3C.nnos)

rpea <- residuals(m3C.nnos,

plot(rcru ~ fitted)
lines(smooth.spline(fitted,
plot(rpea ~ fitted)
lines(smooth.spline(fitted,

= "confidence”, type = "response")
= "confidence"”", type = "response”,
, LY
type = "response”)
type = "pearson")

rcru), col

rcru), col

2)

2)
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