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1 Introducao

Modelos de regressao sao fundamentalmente os principais métodos suporte para a
pratica de Estatistica aplicada. Diversas areas do conhecimento empregam estes modelos,
pois eles objetivam 1) descrever a relagao entre uma variavel dependente, de interesse, com
varidveis independentes a fim de compreender este relacionamento e ii) realizar predigoes

por meio do modelo estabelecido, principal interesse de pesquisas aplicadas.

Os modelos de regressao, na sua forma univariada e usual, consistem no estabeleci-
mento de uma equagao matematica que relaciona a média de uma variavel de interesse Y
aos valores de variaveis preditoras X;. Eles consideram uma distribuicao de probabilidades
para Y condicional a X cuja média esta associada a um preditor linear que serve para

acomodar o efeitos das variaveis independentes.

Podemos destacar o modelo linear normal como o modelo predominante dentre
as andlises estatisticas aplicadas. Esse modelo estabelece que [Y | X] tém distribuicao

Normal e a média condicional de Y esta associada ao preditor linear da forma X j.

Até a década de 70, para situagoes em que a variavel resposta Y ndo se apresentava
de forma continua com dominio nos reais ou ainda quando os pressupostos do modelo
linear normal nao eram atendidos, a alternativa mais utilizada era encontrar alguma
forma de transformagcao da varidvel resposta para atender aos pressupostos (PAULA,
2013). Porém, com a introdugao dos modelos lineares generalizados (MLG) por Nelder e
Wedderburn (1972) e com o avango computacional, a andlise de dados ndo normais passou
a ter como alternativa os MLG’s. Esta nova classe de modelos flexibilizou a distribuicao
condicional associada permitindo outras distribui¢oes pertencentes a familia exponencial
de distribuigoes. Tal familia contempla as distribui¢oes Poisson, Binomial, Gama entre

outras bem conhecidas na literatura, além da propria distribuicao Normal.

Com os MLG’s a modelagem de dados passou a ser mais fiel a natureza dos dados
em observagao, principalmente no que diz respeito ao suporte da variavel. Neste contexto,
a analise de variaveis aleatérias de contagem, que tém suporte nos conjunto dos nimeros
naturais, foi enriquecida expressivamente. Contagens representam o nimero de ocorréncias
de um evento em um intervalo de tempo ou espago especifico. A andlise desses dados pelo
modelo linear normal gera estimativas que contém erros padroes inconsistentes e podem

produzir predigoes negativas para o nimero de eventos (KING, 1989).

Para analise estatistica destas variaveis, temos o modelo probabilistico de Poisson, ja
consolidado na literatura e amplamente utilizado. Este modelo possui apenas um parametro,
denotado por A, que representa a média e também a variancia, o que implica em uma

relagdo identidade 1:1 (A = E[Y] = V[Y]). Essa propriedade, chamada de equidispersao, ¢
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uma particularidade do modelo Poisson que pode nao ser adequada a diversas situacoes.
Quando aplicado sob negligéncia desta suposi¢ao, o modelo Poisson apresenta erros padroes
inconsistentes para as estimativas dos paramentros e por consequéncia, para toda funcgao

desses parametros.

Algumas abordagens para modelagem de dados de contagens com fuga de equi-
dispersao foram propostas na literatura. O caso de superdispersao, quando a variancia
é maior que a média, é o mais comum e tem uma gama de métodos para andalise mais
extensa. A superdispersao pode ocorrer pela auséncia de covaridveis importantes, excesso
de zeros, diferentes amplitudes de dominio (offset) nao considerado, heterogeneidade de
unidades amostrais, entre outros (Ribeiro Jr et al., 2012). Para estes casos a abordagem
mais comum ¢ a ado¢ao de modelos com efeitos aleatérios que capturam a variabilidade
extra. Um caso particular dos modelos Poisson de efeitos aleatérios, muito adotado no
campo aplicado da Estatistica, ocorre quando consideramos distribuicdo Gama para os
efeitos aleatorios, nesta situacao temos expressao fechada para a funcao de probabilidade

marginal que assume a forma Binomial Negativa.

Outra manifestacao de fuga da suposigao de equidispersao ¢ a subdispersao, situacao
menos comum na literatura. Os processos que reduzem a variabilidade das contagens,
abaixo do estabalecido pela Poisson, nao sao tao conhecidos quanto os que produzem
variabilidade extra. Pela mesma razao, sao poucas as abordagens descritas na literatura
que capazes de tratar a subdispersao, uma vez que efeitos aleatérios s6 capturam a
variabilidade extra. Podemos citar os modelos de quasi-verossimilhanga como a abordagem
mais utilizada, todavia nao é possivel recuperar a verdadeira distribuicao da variavel
resposta nesta abordagem pois aqui a modelagem ¢é baseada apenas nos dois primeiros
momentos (PAULA, 2013).

Anteriormente a formalizacao dos MLG’s, em um contexto de filas, Conway e
Maxwell (1962) propuseram uma distribui¢do de probabilidades que generaliza a distribui-
¢ao Poisson com a adi¢ao de mais uma parametro, denotado por v, contemplando assim
os casos de sub e superdispersao. Posteriormente esta distribuicao foi nomeada como
COM-Poisson (Conway-Maxwell-Poisson em homenagem a Richard W. Conway, William

L. Maxwell, seus autores). A funcao distribuigdo de probabilidade COM-Poisson assume a

forma
Pr(Y ) A ! €L (1.1)
(Y =y) = - .
SRCTICEZoN7 M
onde Z(\,v) =372, (;\!%, A>0ev>0. A flexibilidade da COM-Poisson ¢é verificada na
razao de probabilidades consecutivas,
Pr(Y =y—1 v

Pr(Y =y) A
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que se caracteriza por nao ser linear em y para nu # 1, portanto, governada pelo parametro
extra v (SHMUELI et al., 2005).

Uma caracteristica bastante relevante é que a COM-Poisson pertence a familia ex-
ponencial e possui como casos particulares as distribuicoes Poisson, Geométrica e Binomial.
Portanto, empregando a distribuicao COM-Poisson na estrutura de um MLG, obtemos
um modelo de regressao sem a imposi¢ao de equidispersao. Tal flexibilidade, considerando
o amplo uso do modelo Poisson, significa que a COM-Poisson pode ser aplicada nestas

situagoes e sera principalmente relevante naquelas onde ha fuga da equidispersao.

A aplicagdo do modelo de regressao COM-Poisson nao apresenta forma analitica
para estimacao, portanto métodos numéricos sao empregados. Ainda, a constante nor-
malizadora Z(\,v) em 1.1 se apresenta como uma série infinita que computacionalmente
precisa ser truncada. Algumas aplicagoes do modelo de regressao COM-Poisson foram
apresentadas em Shmueli et al. (2005) e Sellers e Shmueli (2010).

Pela similaridade da funcao de distribuicio COM-Poisson em 1.1 com a Poisson,
varios aspectos podem ser estendidos. Por exemplo, citamos a inclusao de efeitos aleatorios
para acomodar superdispersao, porém ha situacoes em que o delineamento do experimento
sugere uma estrutura de covariancia entre observacoes induzidas por um processo hie-
rarquico de casualizado ou amostragem. Sao casos assim os experimentos em parcelas
subdivididas e experimentos com medidas repetidas ou longitudinais. Tais estruturas
estabelecem modelos com efeitos ndo observaveis que agem no nivel de observagao e isso
pode ser incorporado no modelo de regressaio COM-Poisson. Da mesma forma, excesso de
zeros pode ser introduzido a esta distribuicao da mesma maneira que ocorre para o modelo
Poisson, através de truncamento (modelos Hurdle) ou inflagdo (modelos de mistura). Estas
extensoes para o modelo COM-Poisson ainda nao sao bem consolidadas na literatura e
sao raras suas aplicagoes. Uma constatagdo do fato é que nao ha implementagoes destas

extensoes nos principais softwares estatisticos.

Na literatura brasileira, aplica¢oes do modelo COM-Poisson sao escassas. Foram
encontradas apenas aplicagoes na area de Analise de Sobrevivéncia, mais especificamente
em modelos com fracdo de cura. Portanto, a presente pesquisa visa colaborar com a
literatura estatistica brasileira apresentando e explorando alternativas para modelagem de
dados de contagem e suas extensoes para situagoes comuns em estudos experimentais e

observacionais.



2 Objetivos

2.1 Objetivos Gerais

Apresentar o modelo de regressao COM-Poisson, alternativa paramétrica nao
comumente utilizada pela comunidade de Estatistica aplicada, trazendo discussoes sobre
aspectos inferenciais deste modelo. Estender as aplicagoes do modelo COM-Poisson para

situagoes especificas como efeitos aleatorios e excesso de zeros.

2.2 Objetivos Especificos

o Apresentar e discutir aspectos da distribuicao COM-Poisson para modelos de regres-

sao para dados de contagem;

o Avaliar as propriedades de solu¢oes numéricas para 1) cdlculo da densidade de

probabilidade do modelo e 2) para estimacao de modelos de regressao de efeito fixo;

e Propor e implementar uma extensao do modelo de regressao COM-Poisson para

acomodar efeitos aleatérios;

o Propor e implementar uma extensao do modelo de regressao COM-Poisson para

acomodar contagens com excesso de zeros.

« Fazer a aplicagao do modelo COM-Poisson e das extensoes desenvolvidas a dados
reais ou simulados. Fazer comparacoes com os modelos disponiveis para as situagoes

estudadas: Poisson, Quase-Poisson, Binomial Negativo, Poisson de efeito aleatério.



3 Materiais e Métodos

3.1 Materiais

3.1.1 Dados para anélise

Este projeto de pesquisa objetiva o estudo e avaliagao do modelo de regressao
COM-Poisson para modelagem de dados de contagem. Portanto, pretende-se analisar
varios conjuntos de dados, preferencialmente os ja analisados na literatura via outras

técnicas, para efeitos de comparagao.

Inicialmente temos o conjunto defoliation, disponivel no software R através
do pacote legTools'. Este conjunto de dados contém 125 observacoes provenientes de
um experimento em casa de vegetagdo em delineamento inteiramente casualizado com 5
repetigoes, cujas plantas de algodao (Gossypium hirsutum) foram submetidas a niveis de
desfolha artificial (5 niveis) combinados com o estagio fenolégico da planta na aplica¢ao da
desfolha (5 niveis). Observou-se como variavel resposta o nimero de capulhos produzidos
ao final do ciclo cultura. Este conjunto de dados foi analisado considerando o modelo de

contagem Gamma por Zeviani et al. (2014).

Ainda serao utilizados dados simulados para avaliacao das propriedades numéricas,
computacionais e estatisticas dos métodos de estimagao e comparacao de abordagens

distintas em diferentes cendrios.

3.1.2 Recursos Computacionais

Para analise e elaboracao do trabalho sera utilizado o software R, na versao 3.2
(R Core Team, 2015). Atualmente ha trés bibliotecas desenvolvidas em R dedicadas a

distribuicao COM-Poisson:

« COMPoissonReg (SELLERS; LOTZE, 2011): contém o conjunto de fungdes desenvol-
vidas para as andlises apresentadas no artigo A flexible regression model for count

data (SELLERS; SHMUELI, 2010);

» compoisson: biblioteca com fungoes se dedicam apenas a obter a distribuicao de

probabilidades do modelo e geracao de nimeros aleatérios;

1L Em desenvolvimento pelo Laboratério de Estatistica e Geoinformacio da UFPR, <http://git.leg.ufpr.

br/leg/legTools>


http://git.leg.ufpr.br/leg/legTools
http://git.leg.ufpr.br/leg/legTools
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o CompGLM: é mais recente biblioteca de fungoes com énfase no modelo COM-Poisson,
escrita em C++. Permite a estimacdo de modelos de regressao além de fungoes

probabilisticas.

Outros recursos e bibliotecas, principalmente para otimizacao de fungoes e elabora-

¢ao de graficos, serao utilizadas.

3.2 Meétodos

Neste trabalho se fard uso da teoria de Modelos Lineares Generalizados descritas
inicialmente por Nelder e Wedderburn (1972), cujo referéncia nacional é dada por Paula
(2013) que também aborda modelos para dados de contagem com excesso de zeros. Para
estimacao dos modelos COM-Poisson de efeitos aleatorios, pretende-se utilizar os métodos
de integracao apresentados no material de Ribeiro Jr et al. (2012) com discussao sobre

aspectos computacionais e implementacao em R.

Para comparacao de modelos, serd considerado o teste de razao de verossimilhancas

e as medidas de AIC e BIC.

Aspectos inferenciais computacionalmente intensivos serao avaliados, como interva-
los de confianga para estimativas dos parametros via perfis da verossimilhanca e intervalos
de confianca para os valores preditos baseados em bootstrap, necessarios quando o niimero

de observacoes é pequeno.
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