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Modelos Lineares Generalizados
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Modelos Lineares Generalizados
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Modelo de Regressio Poisson

3
Modelo de Regressao Poisson
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Modelo de Quase-Verossimilhanca
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Modelo de
Quase-Verossimilhanga
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Modelos Paramétricos Alternativos
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Modelos Paramétricos
Alternativos
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo Binomial Negativa

5.1

Modelos Paramétricos Alternativos
Modelo Binomial Negativa
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo Poisson-Generalizada

52

Modelos Paramétricos Alternqtivos
Modelo Poisson-Generalizada
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo COM-Poisson

53

Modelos Paramétricos Alternativos

Modelo COM-Poisson
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Distribuicao COM-Poisson I

» Nome COM-Poisson, advém de seus autores COnway e Maxwell (também é chamada de
distribui¢do Conway-Maxwell-Poisson).

> Proposta em um contexto de filas [?], essa distribui¢do generaliza a Poisson com a adicdo de
um parametro.
Razdo de probabilidades consecutivas
» Distribuicdo Poisson » Distribuicio COM-Poisson

P(Y=y—1)
P(Y =vy)

_y Piy=y—-1) _y"
A

P(Y=vy) A
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Distribuicao COM-Poisson II

Densidade de probabilidade

AY X\
PrY =y I v) = ro7my emdue Z(A,v)zj;)(j!)v;e A>0,v=0
Propriedades Casos particulares
» P ](»Y(ii;]” — y)\l » Distribui¢do Poisson, quando v = 1
» Distribuigdo Bernoulli, quando v — oo
> E(Y) R AV — £ » Distribuigdo Geométrica, quando
- V(Y) ~ LE(Y) | v=0A<1
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Distribuicao COM-Poisson III

Poisson COM-Poisson
0 5 10 15 20 25 30
| | | | | | | | | | | | | | | | | | |
A=136,v=04 A=8,v=1 A=915,v=25
0.20 — -
0.15 — -
=
n 0.10 L
Z
0.00 - hll.-. ................... ..-lI |III-- .................. ..Jl]” “hh“.-. L
E[Y]: 3.0 E[Y]: 3.0 E[Y]: 8.0 E[Y]: 8.0 E[Y]: 15.0 E[Y]: 15.0
—005 9 v[v]: 3.0 V[Y]: 55 V[Y]: 8.0 V[Y]: 8.0 V[Y]: 15.0 V[Y]: 62 [
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
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Casos Particulares

COM-Poisson (A=5,v=1)

» Poissonv =1 0.15 4 r
0.10 + -
0.05 - -
0.00 — ' [
T T T T T T
0 2 4 6 8 10
y
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo COM-Poisson

Casos Particulares

Poisson v = 1
» Bernoulli v — oo

Geométricav =0, A < 1
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Casos Particulares

COM-Poisson (A=05,v =0)

0.5 -
dA1cc —
Poisson v = 1 0a I
Bernoulli v — oo
» Geométricav =0, A < 1 03 4 i
0.2 -
0.1 -
0.0 | [} ] L
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
y
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Modelo de Regressao COM-Poisson

> Incorporando covaridveis em A da forma A; = exp(Xif3), em que X; é o vetor de covaridveis
do i-ésimo individuo e 3 o vetor de parametros.

Funcéo de verossimilhanga

. (N .
L(A,v,g):n<(yi—!)vzm,v) >

XYt = Z(Ai,\/)_1
R § G

Funcdo de log-verossimilhanca

L(A,v,y) = log ()\iZ?yi I1 Z((}\yl:)/i1>

i

= iyilog(?\i)—vilog( Zlog (A, v)
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Estudos de caso

Vignette compoisson.html
capdesfo : nimero de capulhos sob efeito de desfolha (sub)
capmosca : nimero de capulhos sob exposi¢do a mosca branca (sub)
ninfas : nimero de ninfas de mosca branca em plantas de soja (super)
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Modelos Paramétricos Alternativos Modelo Gamma-Count

54

Modelos Paramétricos Alternativos
Modelo Gamma-Count
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Modelos para Excesso de Zeros

6
Modelos para Excesso de Zeros
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Excesso de Zeros I

> Casos em que a propor¢do de valores nulos na amostra é superior aquela estimada por um
modelo de contagem. No caso Poisson e *

> Geralmente contagens com um niimero excessivo de valores nulos apresentam
superdispersdo (ocasionada pelo excesso de zeros).

> Os modelos mais flexiveis abordados ndo capturam esse excesso de zeros e ndo se ajustam
adequadamente.
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Excesso de Zeros 11

Heount =2, Thero extra = 0.1 Meount =9, Thero extra = 0.15

0.30
— Real

Poisson
== COM-Poisson

| |

0.25 — -
== COM-Poisson 015 L
0.20 —
0.15 — 0.10 r
0.10 —
0.05

0.05 | |
0.00 — I|| L 0.00 | i ‘l ||| Aow . |

T T T T T

T T T
0 2 4 6 8 0 5 10

— Real
Poisson L

P(Y =y)
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Gerador de excesso de zeros |

» Uma limitacdo das abordagens estudadas é que as contagens nulas e ndo nulas sdo
provenientes do mesmo processo gerador dos dados.

> Para dados com excesso de zeros, é razodvel a suposi¢do da haver mais de um processo
gerador atuando na geracdo dos dados.

> Assim a ocorréncia de valores nulos pode ser caracterizada como:

> zeros estruturais: Auséncia de determinada caracteristica da populagéo.
> zeros amostrais: Ocorrem segundo um processo gerador de contagens (e.g Processo Poisson)
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Gerador de excesso de zeros 11

Exemplo. Um estudo que visa avaliar a quantidade de produtos comprados em um mercado por uma familia
na tltima semana. A varidvel de interesse é o niimero de itens comprados.

» zeros estruturais: Se a familia ndo foi ao mercado na tltima semana. Inevitavelmente o
numero de produtos sera 0.

> zeros amostrais: A familia foi ao mercado, porém nédo adquiriu nenhum produto.
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Modelando contagens com excesso de zeros

Como ha dois processos que geram os valores da populagdo, na modelagem deve-se considerar
ambos. As principais abordagens nestes casos sdo via:

» Modelos de barreira (Hurdle Models): que desconsidera os zeros amostrais e modela os zeros
estruturais e as contagens positivas de forma hierarquica (segdo ??); e

» Modelos de mistura (Zero Inflated Models): que modela os zeros (estruturais e amostrais) em
conjunto com as contagens positivas de forma conjunta (??).
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Modelos para Excesso de Zeros Modelos de Barreira Hurdle

6.1

Modelos para Excesso de Zeros

Modelos de Barreira Hurdle
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Modelo Hurdle I

v

Consideram somente 0s zeros estruturais;

v

S&o chamados também de modelos condicionais, hierdrquicos ou de duas partes;

v

A variavel de interesse é particionada em contagens nulas e ndo nulas;

v

Esta abordagem combina um modelo de contagem truncado a esquerda do pontoy =1 e um
modelo censurado a direita no mesmo pontoy = 1
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Modelo Hurdle 11

Distribuicdo de probabilidades
{fz(o) se y=0,
Pr(Y=y) = fo(Y =)
(1— fZ(O))TY:y) sey=12,...

em que f, é uma fung¢do de probabilidades degenerada no ponto 0 e f. um fungdo de
probabilidades de uma variavel Y*, como a Poisson.

Momentos da distribui¢ao

Média Variancia
_ E(y)(1 —12(0)) _1-1(0) o (1—12(0))
Y= v =0) W=y =o [T wv=0)
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Modelos de barreira

> f, é uma fungdo de probabilidades

!
degenerada no pontoy =0, ou 0.25 -
seja, tem toda massa no ponto 0. _ f,

) . . 0.20 S
> f. é uma fungdo de probabilidades ¢
tradicional, que no modelo é = 015 -
truncadaemy = 1. >”_

» Os modelos de barreira combinam & %10 ] B
f, e fc para descrever Y 005 — L

» Para a parte positiva os dados I 0
ainda podem apresentar sub, 00—+ + - T >
superdisperséo ou excesso de 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

valores em outro ponto.
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Combina¢des comuns

Pode-se propor diferentes distribui¢des para f, e f.. Uma escolha natural para f, é a Bernoulli e
para f. a Poisson. Assim

1—m se y=0,

= P(Y=y)= (e—h\y
7T
yl(

f, ~ Bernoulli(m)
ﬁ) se y=1,2,...

fc ~ Poisson(A)

Embora essa escolha de modelo seja o que tem o maior suporte computacional, ressalta-se que
outras distribui¢des podem ser escolhidas para ambas as partes f, e fe.
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Modelos de regressao Hurdle I

v

Incorporando covaridveis em f, e f. na forma h(Zy) e g(Xf3), respectivamente.

v

As fungoes h(.) e g(.), sdo as fungdes de ligacao escolhidas conforme modelos f; e f..

v

O modelo de regressdo Hurdle terd, portanto, os vetores de parametros 3, y e potencialmente
¢ (caso um modelo com parametro de dispersao for considerado)

v

Se os modelos para f, e f. e as respectivas matrizes Z e X forem as mesmas, o teste Hp : p =y
avalia a a necessidade do modelo Hurdle.
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Modelos de regressao Hurdle 11

Funcéo de verossimilhanga

Funcdo de log-verossimilhanca

1(0y) =) (1—1)(log(f,(0))) +
i=1

> 1 (log(1—f.,(0)) +log(fe, (ys)) —log(1 — fc, (0)))

i=1

4

Sendo 1 a fungdo indicadora que assume o valor 1sey > 0 e Osey = 0 e 0 o vetor de pardmetros

do modelo ( 3, v e &, se houver).
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Modelos Hurdle no R 1

Neste minicurso utilizaremos principalmente pacote o pscl (Political Science Computational
Laboratory, Stanford University)

library(pscl)
hurdle(y ~ fc_preditor | fz_preditor, dist = "poisson", zero.dist = "poisson")
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Modelos Hurdle no R 11

Um outro pacote que proporciona diversas fun¢des e podemos adaptar para o ajuste desses
modelos é o VGAM (Vector Generalized Linear and Additive Models)

library(VGAM)
vglm(y ~ preditor, family = zapoisson)

## ou ajustando as partes
vglm(y ~ fc_preditor, family = pospoisson, data = subset(data, y > 0))
vglm(SurvS4(cy, st) ~ fz_preditor, cens.poisson,

data = transform(data, cy = pmin(1, y), st = ifelse(y >= 1, 0, 1))
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Estudos de caso

Vignette vo7_hurdle.html
peixe : nuimero de peixes capturados por grupos em um parque estadual
sinistros : ntimero de sinistros em uma seguradora de automoéveis
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JUCLRGERE R SR LAl Modelos de Mistura (Zero Inflated)

6.2

Modelos para Excesso de Zeros

Modelos de Mistura (Zero Inflated)
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelo Zero Inflated 1

v

Consideram uma mistura de modelos;

v

Os zeros agora sdo caracterizados em amostrais e estruturais;

v

Ha contribuigdo para estimacdo da probabilidade em zero de duas funcées de probabilidade;

v

Sao chamados de modelos de mistura ou inflacionados de zero (Z1);

v

Esta abordagem “mistura” um modelo de contagem sem restri¢do e um modelo censurado a
direita no pontoy = 1.
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Modeloside Mistusa (Zero Tnflated)
Modelo Zero Inflated 11

Distribuigdo de probabilidades

PT(Y :y) — {fZ(O) + (1 _fl(o))fC(Y - y) se y: 0,

(1_fz(0))fc(Y:y) se y=1,2,...

Momentos da distribuicdo

Média Variincia

E(Y) = (1 =12 (0)E(Y") V(Y) = (1= £2(0)E(Y*)[E(Y*?) — (1 — £2(0)EZ(Y")]
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelos de mistura

> f, é uma fungdo de probabilidades I N N NN IR N B

!
0.25 -
degenerada no pontoy =0, ou f
. z
seja, tem toda massa no ponto 0. 0.20 f.
> f. é uma funcdo de probabilidades
tradicional. ﬁ‘ 0.15 7 B
» Os modelos de mistura misturam 2 010 - L
a
f, e fc para descrever Y
> Para a parte f. os dados ainda 005 1 B
podem apresentar sub, 0.00 I b o o o L
superdispersdo ou excesso de T T T T T T T T T 1
valores em outro ponto. 61 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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JUCLRGERE R SR LAl Modelos de Mistura (Zero Inflated)
Misturas comuns

Pode-se propor diferentes distribui¢des para f, e f.. Uma escolha natural para f, é a Bernoulli e
para f. a Poisson. Assim

A

. (1—m+me™” sey=0,
f, ~ Bernoulli(m) PIY =y) = e\
fc ~ Poisson(A) = T <T> sey=12,...

Embora essa escolha de modelo seja o que tem o maior suporte computacional, ressalta-se que
outras distribui¢des podem ser escolhidas para ambas as partes f, e fe.
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelos de regressao Zero Inflated 1

> Incorporando covaridveis em f, e f. na forma h(Zy) e g(Xf3), respectivamente.
> As fungdes h(.) e g(.), sdo as fungdes de ligagdo escolhidas conforme modelos f, e f..

» O modelo de regressdo Hurdle terd, portanto, os vetores de pardmetros f3, y e potencialmente
¢ (caso um modelo com pardmetro de dispersdo for considerado)

» Como agora sao modelos misturados a comparagdo entre 3 e y ndo tem a mesma
interpretabilidade.

> Para comparagdo de modelos tradicionais contra os modelos de mistura, o teste de Vuong
para modelos ndo aninhados pode ser aplicado.
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelos de regressao Zero Inflated 11

Funcéo de verossimilhanga Funcdo de log-verossimilhanga
L(Oiy) = [T L (1 — 2 (0))fe, (1)) U8y) = Y 1(log(1 — .,(0)) + log(fe,)) +
i=1 i=1
[T =1 (£2,(0) + (1 — £.,(0))f, (0)) > (1—1) (log(fz, (0) + (1 — £-,(0))fc,(0)))
i=1 i=1

Sendo 1 a fungdo indicadora que assume o valor 1sey > 0 e Osey = 0 e 0 o vetor de pardmetros
do modelo ( 3, v e &, se houver).
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Modelos Zero Inflated no R 1

Usando o pscl (Political Science Computational Laboratory, Stanford University)

library(pscl)
zeroinfl(y ~ fc_preditor | fz_preditor, dist = "poisson", link = "logit")

Usando o VGAM (Vector Generalized Linear and Additive Models)

library(VGAM)
vglm(y ~ preditor, family = zapoisson)
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Modéles deMistirs! (Zero Tnflated)
Estudos de caso

Vignette vo7_zeroinfl.html
peixe : nuimero de peixes capturados por grupos em um parque estadual
sinistros : ntimero de sinistros em uma seguradora de automoéveis
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Modelos com Efeitos Aleatérios

7

Modelos com Efeitos Aleatorios
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